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palavras-chave 
 
Método dos Elementos Finitos, conformação plástica de chapa, anisotropia, 
subrotinas de utilizador 
 
resumo 
 
 
Neste trabalho foram estudados os modelos constitutivos anisotrópicos para a 
descrição do comportamento de ligas metálicas, e efectuada a sua 
implementação em subrotinas de utilizador para programas comerciais de 
simulação numérica pelo Método dos Elementos Finitos. 
As subrotinas desenvolvidas permitem a descrição do critério de plasticidade 
isotrópico de von Mises, e dos critérios de plasticidade anisotrópicos Barlat et 
al. 1991 (Yld91) e Barlat et al. 2004 de 18 parâmetros (Yld2004-18p). O 
interesse sobre estes critérios anisotrópicos em particular devem-se à sua 
capacidade de descrição de superfícies de plasticidade anisotrópicas de 
elevada complexidade. Foram implementadas três leis de encruamento 
isotrópico, nomeadamente: a lei de encruamento linear, e as leis de Voce e de 
Swift, pela sua adequabilidade ao comportamento plástico das ligas de 
alumínio e de aço, respectivamente. A correcção plástica foi realizada através 
de dois algoritmos de integração, nomeadamente um semi-explícito e um 
semi-implícito, implementados no programa comercial Abaqus, com o recurso 
a subrotinas de utilizador referidas. 
A validação dessas subrotinas foi realizada, numa primeira fase, através da 
determinação dos coeficientes de anisotropia de Lankford. O algoritmo semi-
explícito permitiu a correcta previsão dos valores teóricos destes coeficientes 
para os critérios de plasticidade anisotrópicos implementados. No entanto, o 
algoritmo semi-implícito não permitiu a correcta previsão destes coeficientes 
para valores distintos de um. 
Numa segunda fase foram efectuadas simulações numéricas de processos de 
conformação plástica de chapas metálicas recorrendo às subrotinas 
desenvolvidas, a partir de benchmarks industriais disponíveis na literatura 
especializada. Os resultados obtidos nestas simulações estão em 
concordância com os resultados experimentais bem como com os resultados 
obtidos por outros autores através de simulação numérica. Verificou-se 
também que os algoritmos de integração implementados permitiram a 
obtenção de resultados muito semelhantes entre si, demonstrando assim a sua 
pouca sensibilidade a efeitos de refinamento de malhas ou diferentes 
formulações de elementos finitos. 
Conclui-se assim que as subrotinas implementadas no âmbito deste trabalho 
de Dissertação permitem de forma eficiente a modelação do comportamento 
anisotrópico de chapas metálicas com precisão. Finalmente, os modelos 
computacionais desenvolvidos podem assim ser adoptados por outros 
utilizadores na análise de problemas industriais de conformação plástica de 
chapas metálicas. 
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abstract 
 
In this work, anisotropic constitutive models were studied for the description of 
metallic alloys behavior, and its implementation into user subroutines of finite 
elements commercial programs was made. 
The developed subroutines allow for the description of the von Mises isotropic 
yield criterion, as well as the anisotropic yield criteria of Barlat et al. 1991 
(Yld91) and Barlat et al. 2004 with 18 coefficients (Yld2004-18p). The particular 
interest in these anisotropic criteria is due to their ability to describe anisotropic 
yield surfaces of high complexity. Three isotropic hardening laws were 
implemented, respectively: the linear hardening law, the Voce law and the Swift 
law, due to their suitability to the plastic behavior of aluminum alloys and steel, 
respectively. The plastic correction was performed by two integration 
algorithms, namely one semi-explicit and one semi-implicit, implemented in the 
commercial program Abaqus, using the referred user subroutines.        
The validation of these subroutines was held, in a first phase, by the 
determination of the Lankford anisotropic coefficients. The semi-explicit 
algorithm allowed for the correct prediction of the theoretical values of these 
coefficients to the anisotropic yield criteria implemented. However, the semi-
implicit algorithm didn’t allow for the correct prediction of these coefficients to 
values different from one. 
In a second phase, numerical simulations of plastic conformation processes of 
metallic sheets were performed using the developed subroutines, from 
industrial benchmarks available in the literature. The obtained results in these 
simulations are in close agreement with the experimental results as well as with 
those obtained by other authors, through numerical simulation. It was also 
noted that the implemented integration algorithms led to very similar results, 
demonstrating their small sensitivity to the effects of mesh refinement or 
different finite element formulations. 
It is concluded that the implemented subroutines are able to efficiently 
modeling the anisotropic behavior of metallic sheets with precision. Finally, the 
developed computational models can be adopted by others users in the 
analysis of industrial problems of plastic conformation of metallic sheets.   
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NOTAÇÕES E CONVENÇÕES 
Os valores escalares são representados por letras em itálico. Os vectores são representados 
por letras minúsculas a negrito, ou em notação indicial através de um índice. Os tensores de 
segunda ou quarta ordem também são representados a negrito, sendo usadas letras 
maiúsculas, ou em notação indicial através de dois ou quatro índices, respectivamente. 
 
Consideram-se as seguintes operações: 
• produto entre dois tensores, 
" = # ∙ % ⇔ '() = *(+,+) . 
• produto interno tensorial (ou dupla contracção de tensores), 
. = # ∶ % ⇔ . = *(),() , 
" = # ∶ % ⇔ '() = *()+0,+0 e 
. = 2 ∶ # ∶ % ⇔ . = 3()*()+0,+0 . 
• produto tensorial, 
" = # ⨂ % ⇔ '()+0 = *(),+0  . 
A inversa de um tensor é identificada pelo índice -1, 
"5" = 6 . 
O traço de um tensor de segunda ordem é determinado através de 
7(") = " ∶  6 = '((  . 
 
Devido à simetria do processo termo-mecânico associado à obtenção de chapas 
metálicas (laminagem), estas apresentam um comportamento inicialmente ortotrópico 
caracterizado por três planos de simetria mutuamente ortogonais. As direcções designadas 
por X, Y e Z correspondem à direcção de laminagem (RD), transversal (TD) e normal ao 
plano da chapa (ND), respectivamente, à excepção de indicação do contrário. É admitido 
que o comportamento mecânico permanece ortotrópico ao longo de todo o processo de 
conformação. Todos os critérios de plasticidade serão formulados segundo o referencial 
natural do material, ou referencial de ortotropia. 
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8 Tensor das tensões de Cauchy 
(  Valores principais do tensor das tensões de Cauchy 9(  Invariantes do tensor das tensões de Cauchy S Tensor das tensões de desvio 
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Capítulo 1   
INTRODUÇÃO 
1.1. Objectivos e guia de leitura 
O presente trabalho visa contribuir para o aprofundamento de conhecimentos na área da 
simulação numérica de processos tecnológicos, com particular foco no estudo de modelos 
constitutivos anisotrópicos para a descrição do comportamento de ligas metálicas. São 
apontadas como principais metas deste trabalho:  
− Caracterização do estado da arte da plasticidade computacional, com particular 
ênfase sobre os modelos constitutivos para a descrição do comportamento de ligas 
metálicas (Fe-C, Al, Mg, etc) durante o processo de estampagem; 
− Desenvolvimento e validação de subrotinas de utilizador de programas comerciais de 
simulação numérica pelo Método dos Elementos Finitos, para a implementação de 
modelos constitutivos anisotrópicos; 
− Utilização das subrotinas desenvolvidas em simulações numéricas de processos de 
conformação plástica, com o objectivo de testar os algoritmos implementados e 
avaliar o comportamento anisotrópico de ligas metálicas. 
 
Para além do presente capítulo, no qual são indicados os objectivos do presente 
trabalho e apresentado o enquadramento deste, este texto é dividido em mais 6 capítulos: 
No Capítulo 2, Plasticidade computacional, é apresentado o estado da arte da 
plasticidade computacional, dando-se ênfase à descrição dos modelos constitutivos 
fenomenológicos. São também apresentados os cálculos necessários à determinação do 
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módulo elastoplástico tangente, e apresentados os algoritmos de retorno por predição 
elástica-correcção plástica genéricos. 
No Capítulo 3, Critérios de plasticidade, é apresentado o estado da arte dos critérios 
de plasticidade isotrópicos e anisotrópicos, sendo indicado os seus prós e contras. Devido 
aos diferentes mecanismos de deformação, é realizada a distinção entre critérios de 
plasticidade adequados a materiais metálicos de estrutura cúbica e materiais de estrutura 
hexagonal compacta. 
No Capítulo 4, Leis de encruamento, é apresentada uma breve descrição do estado da 
arte das leis de encruamento isotrópico e cinemático. São também indicados alguns dos 
modelos multi-superfície mais gerais. 
No Capítulo 5, Implementação dos modelos em subrotinas de utilizador, são 
indicadas, descritas e validadas as subrotinas de utilizador realizadas no âmbito deste 
trabalho. 
No Capítulo 6, Simulações numéricas, são apresentadas as simulações numéricas 
realizadas com o intuito de testar os algoritmos implementados e avaliar o comportamento 
anisotrópico de ligas metálicas. Os resultados obtidos são comparados, quando possível, 
com resultados presentes na bibliografia obtidos experimentalmente ou por simulação 
numérica.  
No Capítulo 7, Considerações finais, são apresentadas as conclusões gerais do 
trabalho desenvolvido. São igualmente indicadas as principais perspectivas de trabalho 
futuro no seguimento do presente trabalho. 
1.2. Enquadramento  
Os processos tecnológicos de conformação plástica de chapas metálicas permitem a 
obtenção de peças de geometria complexa a partir de chapas metálicas planas. Estes 
processos são caracterizados pela sua elevada eficiência, uma vez que utilizam a matéria-
prima quase na sua totalidade, permitem elevadas cadências de produção, e possibilitam a 
obtenção de uma grande variedade de peças. Estas vantagens reflectem-se na vasta e 
diversificada aplicação destes processos na indústria.  
As áreas de aplicação destes processos são diversas, entre as quais destacam-se como 
mais importantes a automóvel (painéis da carroçaria, tanques de combustível, tampas de 
válvulas, etc.), a aeroespacial e aeronáutica (fuselagem, apoios, etc.), a de produtos 
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alimentares, domésticos e decorativos (taças, panelas, tampas, botijas de gás, tabuleiros, 
lava-louças, candeeiros, etc.), a de electrodomésticos (painéis de frigoríficos, de máquinas de 
lavar, de exaustores, etc.), a eléctrica e electrónica (casquilhos de lâmpadas, elementos de 
computadores, etc.) e a de produtos hospitalares (reservatórios, tabuleiros, etc.) [1]. 
De entre as diversas aplicações destes processos, a indústria automóvel é a mais 
relevante. Esta área tem sofrido uma forte evolução desde o início do século XX, revelando-
se actualmente muito importante na economia mundial. Esta notoriedade exige, à 
semelhança do que ocorre noutras indústrias, uma elevada competitividade por parte dos 
construtores, verificando-se uma progressiva redução dos períodos de desenvolvimento e 
fabrico de novos produtos, bem como uma crescente preocupação a nível ambiental. Neste 
campo, a estratégia implementada por esta indústria consiste na redução do peso total dos 
automóveis, o que se traduz em melhores desempenhos, e consequentemente em menores 
consumos de combustível, alcançando-se valores mais baixos de emissões de gases poluentes 
para o ambiente. No entanto, a segurança dos ocupantes deve ser continuamente 
melhorada, cumprindo as especificações técnicas cada vez mais exigentes. Estes requisitos 
têm levado à implementação de estruturas cada vez mais leves e com melhor 
comportamento ao choque, recorrendo a materiais mais leves e mais resistentes, mas com 
dificuldades tecnológicas acrescidas associadas aos processos de fabrico.   
Tradicionalmente, a fase de projecto de um produto obtido por conformação plástica 
consiste na implementação do método de tentativa e erro. Este é baseado no conhecimento e 
experiência, por parte do projectista, relativamente ao processo de conformação, do 
material a conformar e à geometria do produto, resultando em inúmeros ciclos tentativa e 
erro aos quais estão associados elevados custos e tempos de projecto. A introdução de novos 
materiais e a crescente complexidade da geometria final dos produtos tem originado um 
aumento no número destes ciclos. Com o objectivo de obter um ciclo de projecto mais 
expedito, reduzindo os custos e o tempo associados ao produto final, tem-se adoptado 
processos de concepção e projecto que se aproximem da denominada “produção virtual”. 
A “produção virtual” permite uma maior interactividade entre as fases de concepção e 
projecto, e consiste na implementação de “ferramentas virtuais” tais como a Concepção 
Assistida por Computador (CAD – Computer Aided Design) e a Fabricação Assistida por 
Computador (CAM – Computer Aided Manufacturing), entre outros. A simulação numérica 
dos processos de conformação plástica de chapa é uma das componentes da “produção 
virtual”. A simulação numérica permite a redução do número de ciclos de tentativa e erro 
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(experimentação laboratorial) através da realização de ciclos virtuais ou numéricos 
(experimentação numérica), cujos custos e tempos de realização são mais reduzidos.     
Nas últimas décadas, tem havido um rápido desenvolvimento quer ao nível dos 
sistemas informáticos (tanto no hardware como no software), quer ao nível dos métodos de 
resolução de problemas numéricos, tornando possível a simulação da conformação plástica 
de peças de elevada complexidade, com precisão e tempos de computação aceitáveis. O uso 
de ferramentas de simulação numérica permitiu, nos últimos anos, a redução de cerca de 
50% do tempo de produção e de projecto das ferramentas de conformação plástica 
(punção, cerra-chapas, matriz), sendo espectável uma redução adicional de 30% nos 
próximos anos [2].  
Existem inúmeros programas comerciais de simulação numérica para processos de 
conformação plástica de chapa, diferenciando-se principalmente pelos tempos de 
computação dispendidos, na facilidade de utilização, nas teorias subjacentes ao cálculo 
numérico e na precisão dos resultados obtidos [2]. Estes programas podem realizar uma 
previsão da geometria inicial da chapa a usar na obtenção de uma geometria final pré-
definida, ou ainda realizar a simulação do processo propriamente dito. Pretende-se assim 
prever a geometria final da chapa, o nível de tensões e deformações a que o material está 
sujeito e o aparecimento de defeitos geométricos tais como: excesso ou falta de material, 
formação de rugas/pregas (“wrinkiling”) e “orelhas” (“earing”), redução excessiva de 
espessura (“thinning”) ou mesmo defeitos de fabrico como sendo a rotura ou fissura do 
material e ainda retorno elástico (“springback”) acentuado.  
Os resultados obtidos por simulação numérica permitem realizar a optimização do 
processo de conformação, tal como a determinação ideal da secção e espessura inicial da 
chapa e da geometria das ferramentas (permitindo evitar o aparecimento de defeitos), do 
correcto nível de lubrificante, etc.. A optimização permite a redução do desperdício de 
material quer pela selecção da espessura mínima necessária para a conformação, quer pela 
correcta escolha da geometria inicial da chapa, resultando assim na diminuição de custos em 
matéria-prima, e garantindo a qualidade final desejada e a resistência mecânica necessária a 
cada peça. 
O método numérico de análise aproximada mais usado é o Método dos Elementos 
Finitos (MEF), sendo vasta e diversa a sua aplicação a problemas de engenharia. Na análise 
de processos de conformação plástica, recorrendo a este método numérico, a modelação do 
comportamento plástico dos metais é um dos aspectos com maior influência nos resultados 
obtidos. A plasticidade dos metais influencia desde a forma final da chapa, até à força 
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exercida pelo punção. Uma incorrecta definição do comportamento plástico do metal usado 
pode resultar em elevadas discrepâncias entre os resultados experimentais e os previstos por 
simulação, como por exemplo a incorrecta previsão dos defeitos de conformação, tais como: 
as rugas, a diminuição excessiva de espessura ou o retorno elástico. 
 
Como referido anteriormente, o principal objectivo deste trabalho consiste no 
desenvolvimento de subrotinas de utilizador que permitam a implementação de modelos 
constitutivos em códigos de simulação numérica comerciais, com principal ênfase na 
descrição da anisotropia dos materiais. O software de simulação numérica usado neste 
trabalho foi o Abaqus. Esta escolha foi realizada tendo em conta a sua fiabilidade e 
versatilidade, sendo útil em diversas áreas de engenharia, quer em investigação quer em 
aplicações industriais. 
O Abaqus é um software desenvolvido pela empresa HKS Inc. com fins comerciais, 
sendo comercializado actualmente pela SIMULIA, uma marca da Dassault Systemes SA. [3]. 
Este software é constituído por dois grupos de módulos: os módulos gráficos (Abaqus/CAE 
e Abaqus/Viewer) e os módulos de análise (Abaqus/Standard e Abaqus/Explicit). O 
Abaqus/CAE é o pré-processador, cuja função consiste na criação de um ficheiro de dados 
de entrada para os módulos de análise. Este ficheiro de dados contem todas as informações 
necessárias para a realização da simulação, tais como a geometria, propriedades do 
material, condições de fronteira, carregamentos aplicados, malha e tipo de elemento usado 
entre outras, a serem definidas pelo utilizador.  
O Abaqus/Viewer é o pós-processador, cuja função é permitir a visualização e análise 
dos dados de saída dos módulos de análise. Os módulos de análise diferenciam-se pelo tipo 
de cálculo que realizam. O Abaqus/Standard efectua as simulações recorrendo a uma análise 
quasi-estática implícita, sendo adequado a estudos como estática, térmica, eléctica, etc. O 
Abaqus/Explicit realiza as análises através de uma formulação explícita, adequado a 
problemas de curta duração e de carregamentos dinâmicos, tais como o impacto balístico. O 
módulo de análise usado neste trabalho foi o Abaqus/Standard uma vez que a formulação 
usada por este módulo é a mais adequada para a análise dos processos de conformação 
plástica de chapa. 
Este software possui uma vasta biblioteca de requisitos da análise passíveis de serem 
usadas, tais como diversos tipos de elementos, diversos modelos constitutivos do material, 
modos de contacto, etc.. Adicionalmente permite o uso de subrotinas de utilizador, 
realizadas em linguagem Fortran, para a definição de requisitos mais específicos. Neste 
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trabalho foram desenvolvidas várias UMAT’s, sendo estas as subrotinas de utilizador usadas 
pelo Abaqus na definição de modelos constitutivos do material. 
O programa Abaqus possui uma biblioteca com um vasto número de tipos de 
elementos, usados na discretização de meios contínuos. Na simulação numérica de 
processos de conformação plástica de chapas metálicas são usados, geralmente, dois tipos de 
elementos, nomeadamente elementos do tipo sólido e elementos do tipo membrana ou casca 
[4]. Apesar de requererem tempos de cálculo superiores comparativamente aos elementos do 
tipo membrana ou casca para as mesmas simulações, os elementos sólidos permitem uma 
melhor previsão dos resultados experimentais, relativamente à distribuição de tensões e 
deformações, e nomeadamente no que toca à modelação mais realista do contacto entre 
ferramentas e chapa [4]. Neste trabalho foram considerados elementos sólidos tri-lineares 
hexaédricos de 8 nós. O Abaqus permite o uso de métodos de integração numérica distintos 
para cada elemento. A escolha do método de integração afecta quer o tempo de cálculo, 
quer os resultados finais obtidos [5]. Neste trabalho foram usados 3 métodos de integração 
distintos disponíveis pelo Abaqus, nomeadamente,  
− C3D8, integração completa, com 8 pontos de integração (pontos de Gauss); 
− C3D8I, integração completa, com 8 pontos de integração, usando o método de 
deformações acrescentadas (“enhanced assumed strain” (EAS)) [6]; 
− C3D8R, integração reduzida, com 1 ponto de integração localizado no centro do 
elemento. 
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Capítulo 2   
PLASTICIDADE COMPUTACIONAL 
2.1. Introdução 
Dentro de certos limites, a relação tensão-deformação é linear, regida pela lei de Hooke, 
sendo a deformação reversível e recuperada a forma inicial do material após a remoção das 
cargas aplicadas a este. Na ocorrência de deformação uniaxial, como é o caso do ensaio de 
tracção uniaxial, esta relação linear é facilmente verificada no início da deformação, e o seu 
limite, caracterizado pela tensão limite de elasticidade em tracção uniaxial, T, de fácil 
identificação. Todavia, na generalidade dos processos tecnológicos, tais como a 
conformação plástica de chapa, o material está sujeito a estados de tensão multiaxiais, 
tornando assim a definição do limite do regime elástico numa tarefa mais complexa.  
Caso o limite elástico seja ultrapassado o material entra no regime plástico, e após a 
remoção das cargas aplicadas o corpo ficará permanentemente deformado, com 
características mecânicas e geométricas dependentes das trajectórias e valores das 
deformações a que esteve sujeito. O comportamento plástico é assim caracterizado por uma 
deformação irreversível, obtida depois de atingido um determinado nível de tensão.  
 A deformação plástica ocorre, à temperatura ambiente, principalmente devido à 
deslocação dos planos de escorregamento activados pelo carregamento mecânico e 
possivelmente, dependendo do material, por maclagem. Estas deslocações são condicionadas 
por variáveis microscópicas, tais como a orientação, a forma e a dimensão dos grãos (ou 
seja, pela textura cristalográfica do material) e pelas trajectórias de deformação [7]. 
Uma forma útil de realizar a diferenciação entre comportamento elástico e plástico de 
um ponto material, passa por representar o estado de tensão desse ponto no chamado 
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espaço dos valores principais de Haig-Westergaard, e definir, neste espaço, a superfície 
limite de elasticidade (superfície de cedência ou superfície de plasticidade). A esta superfície 
correspondem todos os estados de tensão para os quais se dá o inicio da deformação 
plástica. Deste modo, estados de tensão pertencentes ao interior da superfície encontram-se 
em regime elástico, estando em regime plástico aqueles que se situem sobre a superfície. 
Estados de tensão situados no exterior da superfície são fisicamente impossíveis, todavia 
poderão ocorrer matematicamente. O espaço dos valores principais de Haig-Westergaard 
pode ser representado através de três eixos mutuamente ortogonais, onde as coordenadas 
são os valores das tensões principais [8]. A figura 1 apresenta as superfícies limite de 
elasticidade resultantes da aplicação dos critérios de plasticidade de Tresca e de von Mises, 
descritos em mais detalhe na subsecção 3.2, no espaço de Haig-Westergaard. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 1. Representação geométrica dos critérios de plasticidade de Tresca e de von Mises no espaço 
de Haig-Westergaard. 
Bishop e Hill [9], conforme citado em [10], demonstraram fisicamente, através dos 
mecanismos de deformação plástica, que a superfície de plasticidade é necessariamente 
convexa (excepto em possíveis áreas planas, como as presentes no critério de Tresca 
indicado na secção 3.2) e que os incrementos de deformação plástica são normais a esta 
(regra da normalidade). A convexidade da superfície, além de justificada através de aspectos 
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físicos, é uma propriedade útil na implementação de simulações numéricas pois, em 
conjunto com a não existência de pontos singulares, garante uma relação única entre 
incrementos de tensão e incrementos de deformação [7], permitindo deste modo assegurar a 
estabilidade e convergência no processo de cálculo. 
Através de observações experimentais concluiu-se que o campo de tensões 
hidrostáticas não provoca deformações plásticas em materiais metálicos, caracterizados por 
baixa porosidade [7].  
 A superfície de plasticidade de um material metálico é representada no espaço dos 
valores principais de Haig-Westergaard pela superfície lateral de um prisma, cujo eixo 
coincide com a diagonal do espaço (definido pelos pontos que respeitam a condição 
 =  = ). Uma vez que qualquer secção normal a este eixo é idêntica (consequência do 
pressuposto de que a tensão hidrostática não influencia a plastificação), torna-se 
conveniente representar a superfície de plasticidade geometricamente pela sua projecção no 
designado plano desviador (pi). Este plano é normal ao eixo da superfície de plasticidade e 
contêm a origem das coordenadas, sendo caracterizado pelos pontos que respeitam a 
condição  +  +  = 0. 
 
Existem diversos modos de descrição do comportamento elastoplástico de materiais 
metálicos policristalinos, podendo estes ser englobados em modelos baseados na textura 
cristalográfica e modelos que descrevem o comportamento do material do ponto de vista 
macroscópico, designados por fenomenológicos. 
Na primeira abordagem, baseada na textura cristalográfica, o material é considerado 
um corpo policristalino. Através das informações adquiridas a partir da textura 
cristalográfica do metal e usando modelos de plasticidade de policristais, como o de Taylor-
Bishop-Hill (TBH) [9, 11] é possível definir a superfície limite de elasticidade, bem como a 
sua evolução com a deformação plástica. Na implementação destes modelos de plasticidade 
através do Método dos Elementos Finitos a cada ponto de integração, dentro de cada 
elemento, é associado um número relativamente elevado de grãos, nos quais é simulada a 
evolução dos deslocamentos sobre os planos de escorregamento activados pela solicitação 
mecânica [12]. Portanto, através dos modelos de plasticidade TBH e da consideração 
ponderada do comportamento plástico de cada grão no ponto de integração, é obtido o 
comportamento plástico global do material nesse ponto de integração. Deste modo obtêm-se 
uma relação entre a evolução da textura cristalográfica e o processo de conformação 
plástica. 
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 De forma a simplificar a abordagem baseada na textura cristalográfica e torná-la 
mais adequada a aplicações numéricas, é possível usar a descrição do comportamento de um 
único grão em cada ponto de integração [13]. Deste modo, a descrição pode representar não 
só um grão, mas também a distribuição cristalográfica segundo uma direcção em particular, 
podendo-se descrever o policristal em apenas algumas direcções específicas. Outra possível 
simplificação consiste em descrever o comportamento do policristal como um todo [14], 
conforme citado em [12], e ligar os parâmetros associados aos coeficientes da distribuição 
das orientações dos grãos. 
 Nestes modelos de plasticidade a textura cristalográfica é o principal dado de 
entrada, no entanto outros parâmetros podem ser considerados, tais como a forma e a 
dimensão dos grãos. Dependendo do refinamento do modelo de textura usado, alguns 
aspectos como a rotação dos grãos podem ou não ser considerados. O facto dos modelos 
policristalinos poderem acompanhar a rotação de cada grão individualmente, possibilitando 
o seguimento da evolução da anisotropia do material, torna estes modelos muito atractivos 
[10]. 
 Independentemente das simplificações consideradas, a descrição do comportamento 
mecânico do material usando estes modelos é complexa em termos de aplicações 
computacionais, necessitando de inúmeros parâmetros, e conduzindo invariavelmente a 
tempos de cálculo proibitivos. Este aspecto torna a aplicação destes modelos inconveniente 
na simulação de processos de conformação pelo Método dos Elementos Finitos em 
particular, comparativamente aos modelos fenomenológicos de comportamento. 
  
 A descrição do comportamento elastoplástico dos materiais segundo os modelos 
fenomenológicos é realizada do ponto de vista macroscópico. Segundo estes modelos, é 
assumido que o comportamento plástico dos materiais é correctamente descrito segundo 
uma superfície de plasticidade, cuja evolução é dependente da deformação plástica. É 
assumido ainda que a superfície de plasticidade é matematicamente um potencial para o 
estado de deformação plástica. Bishop e Hill [9] demonstraram teoricamente que tais 
pressupostos são válidos para materiais policristalinos, e Hecker [15] observou através da 
análise de inúmeras superfícies de plasticidade experimentais que tais suposições são válidas 
para materiais monofásicos.  
 Macroscopicamente, para estados de tensão multi-axiais o comportamento plástico é 
definido por três entidades: um critério de plasticidade, uma lei de encruamento e uma lei de 
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plasticidade. O critério de plasticidade define não só o estado de tensão (elástico ou 
plástico) de um determinado ponto material mas também a transição entre estados de 
tensão, definindo assim a superfície limite de elasticidade. Assim que se inicia a deformação 
plástica a evolução da superfície limite de elasticidade, de acordo com a evolução da 
deformação plástica, é definida por uma lei de encruamento. A lei de plasticidade descreve, 
na ocorrência de plastificação, a relação entre o tensor das tensões e a evolução do tensor 
das deformações plásticas. 
 Apesar das suas limitações, os modelos fenomenológicos são amplamente 
implementados em ferramentas numéricas baseadas no MEF, para a simulação de processos 
de conformação plástica. Comparativamente aos modelos baseados na textura 
cristalográfica, os modelos fenomenológicos são mais fáceis de implementar, numericamente 
mais eficientes dado exigirem menores tempos de cálculo e de mais fácil compreensão do 
ponto de vista de um engenheiro. Como os modelos fenomenológicos usam como dados de 
entrada valores obtidos através de ensaios mecânicos, estes são tendencialmente mais 
precisos comparativamente a modelos policristalinos quando a deformação é moderada, que 
é a generalidade dos casos de conformação plástica de chapa [7]. 
 Devido ao elevado interesse demonstrado pela comunidade científica pelos modelos 
fenomenológicos nas últimas décadas, à aplicabilidade destes modelos aos processos de 
conformação de chapa e ao seu enquadramento neste trabalho, apenas estes serão descritos 
com maior grau de detalhe. 
2.2. Conceitos elementares da teoria da plasticidade 
Nesta secção serão descritos os princípios básicos da implementação do modelo 
elastoplástico baseado na decomposição aditiva do tensor das deformações. Segundo este 
modelo, considera-se que, num dado ponto material, a deformação total, ?, é composta por 
deformação elástica, ?@, e deformação plástica, ?A, segundo 
? = ?@ + ?A. (1) 
 A relação anterior representa um pressuposto básico da teoria clássica da 
plasticidade, sendo denominada de decomposição aditiva do tensor das deformações. Esta 
relação apenas é válida para deformações infinitesimais, não sendo aplicável a grandes 
deformações. No entanto, a sua utilização é comum na simulação, incremental e iterativa, 
de processos de conformação plástica de metais, onde apesar de haverem grandes mudanças 
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de forma entre a chapa inicial e o componente final, não ocorrem níveis de deformação 
elevados durante a conformação. 
Outro aspecto a ter em conta é que neste trabalho a variação da deformação plástica 
é considerada independente do tempo, traduzindo-se em equações constitutivas homogéneas 
no tempo. No regime elástico, o tensor das tensões, 8, pode ser linearmente relacionado 
com a deformação elástica, sendo expresso pela lei de Hooke 
8 = B ∶ ?@ , (2) 
em que B é o tensor de 4ª ordem de elasticidade. Pelo facto dos tensores de 2ª ordem das 
tensões e das deformações serem simétricos, estes podem ser representados pseudo-
vectorialmente por vectores de 6 componentes segundo a convenção de Voigt. O tensor de 
4ª ordem B, por também ser simétrico, pode ser representado pseudo-vectorialmente por um 
tensor de 2ª ordem de dimensão 6x6, dado por 
B = X(YZ)(5Z)
[\
\\
\\
\]
(1 − S) S S 0 0 0S (1 − S) S 0 0 0S S (1 − S) 0 0 00 0 0 (5Z) 0 00 0 0 0 (5Z) 00 0 0 0 0 (5Z) _^
__
__
_`
 , (3) 
sendo R o módulo de Young, e S o coeficiente de Poisson. 
A partir das equações (1) e (2) obtém-se a equação seguinte,  
8 = B ∶ (? − ?A), (4) 
que expressa a dependência da tensão em relação à deformação plástica. 
Como foi referido na secção 2.1, a descrição do comportamento plástico segundo 
modelos fenomenológicos é realizada através do uso de um critério de plasticidade, uma lei 
de encruamento e uma lei de plasticidade, sendo estes descritos nas seguintes subsecções. 
2.2.1. Critério de plasticidade 
A definição da superfície de plasticidade segundo modelos fenomenológicos é realizada 
através do uso de um critério de plasticidade. Um critério de plasticidade isotrópico pode, 
de um modo geral, ser formulado segundo um potencial plástico expresso na forma 
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Φ(8, J) = 0, (5) 
sendo função do tensor das tensões e de um vector J, cujas componentes são variáveis a 
determinar experimentalmente, e que influenciam o encruamento. Para critérios de 
plasticidade anisotrópicos, à expressão (5) deve ser adicionado um vector cujas 
componentes são os coeficientes de anisotropia.  
Para materiais isotrópicos com encruamento isotrópico é possível separar as 
contribuições das tensões e das variáveis de encruamento em dois termos independentes, 
Φ(8, J) = ϕ(8) − T(J) = 0, (6) 
sendo o termo ϕ(8) uma função matemática convexa do tensor das tensões, conhecida por 
função de cedência, e o termo T(J) a função de encruamento que estabelece a dimensão da 
superfície de plasticidade. Através da análise de um ensaio de tracção pode ser retirada a 
interpretação física do termo ϕ(8), também designado por tensão efectiva ou equivalente, H. 
A partir da equação (6) é possível definir o estado (elástico ou plástico) em que um 
dado ponto material se encontra. Caso se verifique a condição 
Φ(8, J) = ϕ(8) − T(J) < 0, (7) 
o ponto material encontra-se em regime elástico. Por outro lado, um ponto material estará 
em regime plástico caso se verifique a condição descrita pela equação (6). A condição  
Φ(8, J) = ϕ(8) − T(J) > 0 (8) 
não é fisicamente admissível, todavia pode ocorrer numericamente, como se verá mais 
adiante. 
2.2.2. Lei de encruamento 
De modo a realizar uma análise elastoplástica, além de definir a superfície de plasticidade 
inicial, é necessária a definição da sua evolução resultante do comportamento inelástico do 
material. Após o início de deformação plástica a superfície de plasticidade, ao longo do 
processo de conformação, pode manter-se inalterada (comportamento elasto-perfeitamente 
plástico) ou pode evoluir, expandindo-se e/ou sofrendo translações no espaço das tensões ou 
sofrer uma alteração de forma de modo não uniforme. A evolução da superfície de 
plasticidade em função da deformação plástica é definida pela lei de encruamento.  
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As leis de encruamento macroscópicas são dependentes de variáveis internas do 
material que definem o novo tamanho, forma e posição da superfície de plasticidade. As 
duas variáveis mais usadas são a deformação plástica efectiva ou equivalente, K̅M, e o 
trabalho plástico total, 'M, todavia nenhuma destas duas variáveis é dependente do 
percurso da deformação. 
A deformação plástica efectiva é definida através da expressão 
K̅M = c dK̅M, em que dK̅M = e K()M K()M , (9) 
e com f, g = 1, 2, 3.  
O trabalho plástico total é definido na forma 
'M = c ()dK()M , (10) 
com f, g = 1, 2, 3.  
 
Os dois principais modos de encruamento são o encruamento isotrópico (expansão 
isotrópica da superfície de plasticidade) e o encruamento cinemático (translação da 
superfície de plasticidade). De seguida, estes dois modos de encruamento são descritos com 
maior grau de detalhe e é apresentada a sua influência na formulação de uma superfície de 
plasticidade descrita por um critério de plasticidade genérico. As formulações matemáticas 
destes modos de encruamento serão apresentadas no Capítulo 4.   
Encruamento isotrópico 
O encruamento isotrópico implica uma expansão uniforme da superfície de plasticidade 
mantendo-se inalterada a posição do seu centro, e é genericamente formulado segundo a 
equação (6).  
 Uma superfície de plasticidade genérica com encruamento isotrópico apenas 
dependente da deformação plástica efectiva é assim descrita por 
Φ(8, K̅M) = ϕ(8) − T(K̅M) = 0. (11) 
O conceito de encruamento isotrópico é facilmente compreendido através da figura 2. O 
material é sujeito a um carregamento de tracção, comportando-se elasticamente até ao 
ponto A (limite de elasticidade). Após este limite o material entra em regime plástico, 
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apresentando um comportamento elastoplástico, e a superfície de plasticidade expande 
isotropicamente. A tensão referente ao ponto de inversão de carregamento, B, passa a ser a 
nova tensão limite de elasticidade, sendo assim o comportamento entre o ponto B e C 
completamente elástico. Ultrapassando o ponto C o material recomeçará a encruar.  
 
 
 
 
 
 
 
                  a)                                                                       b) 
Figura 2. Representação do encruamento isotrópico: a) carregamento uniaxial de tracção seguido de 
compressão; b) representação biaxial de carregamento seguido de compressão (adaptada 
de [16]). 
Encruamento cinemático 
O encruamento cinemático implica uma translação da superfície de plasticidade no espaço 
das tensões ao longo do processo de deformação plástica, mantendo-se inalterada a forma e 
dimensão da superfície. Deste modo, procura-se modelar fenómenos associados a mudanças 
de trajectória de deformação, tais como o efeito de Bauschinger e o amaciamento transiente. 
 A lei de encruamento cinemático descreve a evolução da posição do centro da 
superfície de plasticidade com a deformação, através da inclusão de um tensor das 
tensões I, designado por “back-stress”. As variáveis de encruamento que descrevem o 
tensor das tensões inversas mais usadas são, à semelhança do endurecimento isotrópico, a 
deformação plástica efectiva ou equivalente e o trabalho plástico total. Uma superfície de 
plasticidade genérica com uma lei de encruamento cinemático, dependente da deformação 
plástica efectiva, pode ser formulada como sendo 
Φ(8, K̅M) = ϕi8 − I(K̅M)j − Tk = 0. (12) 
A figura 3 apresenta esquematicamente o conceito de encruamento cinemático. Os 
carregamentos a que o material está sujeito são semelhantes aos da figura 2, no entanto o 
comportamento do material após a inversão do carregamento é distinto. Para a situação de 
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tracção uniaxial, note-se que é atingido o limite de elasticidade assim que a diferença de 
tensão em regime elástico iguale o dobro da tensão limite de elasticidade inicial. 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   a)                                                                  b) 
Figura 3. Representação do encruamento cinemático: a) carregamento uniaxial de tracção seguido de 
compressão; b) representação biaxial de carregamento seguido de compressão (adaptada 
de [16]). 
 
A combinação dos encruamentos isotrópico e cinemático resulta numa lei de 
encruamento misto, que permite a modelação do comportamento dos materiais com maior 
generalidade. Com este tipo de encruamento a superfície de plasticidade expande e translada 
em simultâneo. A formulação de uma superfície de plasticidade com uma lei de 
encruamento misto é dada então por 
Φ(8, Jl, Jm) = ϕi8 − I(Jl)j − T(Jm) = 0, (13) 
sendo nl e nm os vectores cujas componentes são as variáveis de encruamento cinemático e 
isotrópico, respectivamente. 
Na figura 4 está representado esquematicamente o efeito de Bauschinger, resultante da 
inversão de trajectória de deformação, modelado com maior precisão através de uma lei de 
encruamento misto. Também é visível a diferença entre este tipo de encruamento e os 
encruamentos isotrópico e cinemático. 
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Figura 4. Representação esquemática do efeito de Bauschinger (adaptada de [4]). 
2.2.3. Lei de plasticidade 
O critério de plasticidade e a lei de encruamento definem, respectivamente, a 
superfície de plasticidade e a sua evolução ao longo da deformação plástica, todavia não 
contêm quaisquer informações acerca da evolução da deformação plástica. Estas 
informações são fornecidas pela lei de plasticidade, que define os incrementos e as direcções 
da deformação plástica em função do estado de tensão e dos incrementos de tensão [16]. 
Segundo a lei de plasticidade os incrementos de deformação plástica, dK()A , são proporcionais 
ao gradiente do potencial plástico Q em relação às componentes do tensor das tensões, (), 
com f, g = 1, 2, 3, ou seja 
dK()A = dP pQp() , (14) 
em que P é um escalar denominado de multiplicador plástico, sendo positivo na ocorrência 
de deformação plástica, e cujo objectivo é ajustar o tamanho dos incrementos plásticos. O 
potencial plástico Q é uma função escalar do tensor das tensões, cuja descrição é similar à 
descrição da superfície de plasticidade, Φ.  
Através da equação (14) conclui-se que a direcção da deformação plástica é ortogonal 
ao potencial plástico. Spitzig et al. [17, 18], conforme citado em [7], observaram 
experimentalmente uma ligeira dependência da tensão hidrostática no comportamento 
plástico de alguns materiais metálicos. Tal dependência significa que a superfície definida 
pelo potencial plástico é distinta da superfície de plasticidade (Q ≠ Φ), falando-se de lei de 
plasticidade não associada. No entanto, uma vez que a diferença entre a normal à superfície 
definida pelo potencial plástico e a normal à superfície de plasticidade é extremamente 
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reduzida, esta diferença é desprezada, considerando-se a lei de plasticidade associada (Q ≡
Φ) para materiais metálicos caracterizados por baixa porosidade. Considera-se também que 
o comportamento plástico destes é independente da tensão hidrostática.  
Ao longo deste trabalho considerar-se-á a lei de plasticidade associada, uma vez que o 
seu uso é aceitável na descrição do comportamento plástico dos materiais metálicos 
analisados neste trabalho.  
A lei de plasticidade associada considera que os incrementos de deformação plástica 
são ortogonais à superfície de plasticidade, sendo por isso usualmente denominada de lei da 
normalidade. Esta lei é expressa por 
dK()A = dP pΦp() . (15) 
A figura 5 demonstra o significado da lei da normalidade, estando representados 
geometricamente, no espaço ( − ,  − ), uma superfície de plasticidade genérica e o 
incremento infinitesimal de deformação plástica normal a esta, para um dado estado de 
tensão e incremento infinitesimal de tensão. 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 5. Representação geométrica de uma superfície de plasticidade genérica, no espaço ( − ,  − ), e do incremento infinitesimal de deformação plástica normal a esta (adaptado de 
[16]). 
A equação (15) pode ser reescrita por 
dK()A = dP () , (16) 
em que 
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 () = pΦp()  (17) 
é designado por vector de cedência (vector normal). 
Através da definição de deformação plástica efectiva (equação (9)) e da lei de 
plasticidade associada (equação (15)) obtêm-se a seguinte expressão para os incrementos 
infinitesimais de deformação plástica efectiva 
dK̅A = dP H, (18) 
em que o escalar  H é definido como 
 H = s23 Q ∶ Q . (19) 
2.3. Módulo elastoplástico tangente 
Em termos infinitesimais, os incrementos de deformação e de tensão são deduzidos a 
partir das equações (1) e (4), resultando em 
d? = d?@ + d?A, (20) 
e  
d8 = B ∶ (d? − d?A). (21) 
Diferenciando o critério de plasticidade (equação (5)), e considerando encruamento 
isotrópico e como variáveis de encruamento a deformação plástica efectiva, obtêm-se a 
chamada condição de consistência. Esta condição é necessária para que, no estado plástico, 
o estado de tensão num dado ponto material se situe sempre sobre a superfície de 
plasticidade, sendo formulada por 
dΦ(8, K̅M) = ∂Φ∂8 d8 + ∂Φ∂K̅M dK̅M = 0, (22) 
em que os incrementos de tensão podem ser reescritos através de 
d8 = B ∶ (d? − dPQ). (23) 
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Substituindo os termos da condição de consistência pelas equações (17), (18) e (23) obtém-
se 
dΦ(8, K̅M) = Q ∶ B ∶ (d? − dPQ) + ∂Φ∂K̅M dP H = 0, (24) 
resolvendo em ordem aos incrementos infinitesimais do multiplicador plástico resulta 
dP = Q ∶ B ∶ d?− ∂Φ∂K̅M  H + Q ∶ B ∶ Q
. (25) 
Substituindo o incremento infinitesimal do multiplicador plástico, dP, definido pela equação 
(25), na equação (23), resulta em  
d8 = B@A ∶ d? (26) 
onde B@A é o módulo elastoplástico tangente, definido por 
B@A = B − B ∶ Q ⊗ Q ∶ B− ∂Φ∂K̅M  H + Q ∶ B ∶ Q
. (27) 
O módulo elastoplástico tangente relaciona os incrementos infinitesimais dos tensores de 
tensão e de deformação, todavia, devido à natureza discreta do MEF, aquando da presença 
de grandes deformações o seu uso não garante uma convergência quadrática na resolução 
do problema [5]. Um modo de ter em consideração a natureza discreta do MEF consiste em 
substituir a utilização do módulo elastoplástico tangente pelo módulo elastoplástico 
consistente, definido por  
Bv @A = B∗ − B∗ ∶ Q ⊗ Q ∶ B∗− ∂Φ∂K̅M  H + Q ∶ B∗ ∶ Q
 (28) 
em que 
B∗ = B ∶ x6 + B ∶ ∂Φ∂8 Δλ{
5, (29) 
sendo 6 o tensor identidade de 2ª ordem. Como os processos de conformação plástica de 
chapas não envolvem, na sua generalidade, grandes deformações e o cálculo do módulo 
elastoplástico consistente envolve a segunda derivada da função de cedência, de difícil 
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determinação para a generalidade dos critérios de plasticidade anisotrópicos, neste trabalho 
será usado o módulo de plasticidade tangente. 
Para o caso particular de encruamento isotrópico, dependente da deformação plástica 
efectiva e definido genericamente pela equação (11), verifica-se que 
∂Φ∂K̅M = − ∂T∂K̅M . (30) 
Simplificando as equações (25) e (27), tem-se que 
dP = Q ∶ B ∶ d?∂T∂K̅M  H + Q ∶ B ∶ Q
, (31) 
e  
B@A = B − B ∶ Q ⊗ Q ∶ BpTpK̅A  H + Q ∶ B ∶ Q
. (32) 
A figura 6 demonstra que o uso do módulo elastoplástico tangente melhora a 
convergência da resolução de problemas elastoplásticos comparativamente ao uso constante 
do módulo elástico. De forma a facilitar a compreensão, é considerado um problema de 
tracção uniaxial, e apenas duas iterações após o início do comportamento plástico.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 6. Representação esquemática de uma análise elastoplástica de um ensaio de tracção uniaxial 
usando a) o módulo elástico, e b) o módulo elastoplástico tangente.  
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2.4. Algoritmos de retorno por predição elástica – correcção 
plástica 
A cada iteração de uma linearização incremental e iterativa de um problema não-linear, um 
incremento de carga, ∆}~, é adicionado, sendo obtidos os respectivos incrementos de 
deslocamentos, ∆, recorrendo ao cálculo da matriz rigidez, . Assim, para problemas não-
lineares esta relação é linearizada segundo 
∆ = 5(∆}~ − ), (33) 
em que  é o vector de forças residuais, diferente de zero, devido à relação entre tensões e 
deformações ser não-linear.  
Após a determinação dos incrementos de deslocamento, os incrementos de 
deformação total em cada ponto de integração de Gauss (no interior de cada elemento) são 
obtidos a partir de 
∆? = ∆. (34) 
O principal problema de uma análise elastoplástica consiste no facto de, embora se saiba os 
incrementos de deformação total, não se conhecem à partida os incrementos de deformação 
elástica ou plástica. Uma vez que a parte elástica dos incrementos de deformação total é 
desconhecida, também os incrementos de tensão correspondentes aos incrementos de 
deformação são desconhecidos. Este facto resulta na necessidade de se realizar a integração 
da lei constitutiva, devido ao facto do módulo elastoplástico ser função da deformação 
plástica. Uma vez que durante um incremento de carga a deformação plástica é uma 
incógnita e os factores ∂T ∂KM̅  , dP, Q e  H variam, a resolução do problema conduz a um 
processo iterativo, por si só. 
Os algoritmos mais conhecidos para a resolução deste problema são denominados por 
algoritmos de retorno por predição elástica – correcção plástica. Estes algoritmos consistem 
essencialmente em duas etapas: uma etapa de previsão seguida de uma etapa de correcção.  
Na primeira etapa (previsão) os incrementos de deformação são considerados 
totalmente elásticos, supondo assim que não ocorreu plasticidade. Deste modo é possível 
determinar os incrementos de tensão através da lei de Hooke, e calcular o novo estado de 
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tensão, designado por “trial stress”, “predictor” ou “guess stress”, como sendo inteiramente 
elástico. 
 Após a determinação do novo estado de tensão é necessário verificar se o critério de 
plasticidade é respeitado. No caso de o novo estado de tensão se situar no interior da 
superfície de plasticidade, a previsão inicial está correcta e a partir deste estado de tensão é 
adicionado um novo incremento de carga. 
No entanto, caso o novo estado de tensão se situe no exterior da superfície de 
plasticidade, situação fisicamente impossível (não respeitando o critério de plasticidade), é 
necessário recorrer à etapa de correcção, sendo evidente que ocorreu plastificação no ponto 
de integração considerado ao longo incremento de carga. Na etapa de correcção a lei de 
plasticidade é aplicada de modo a retornar o novo estado de tensão à superfície de 
plasticidade, e desta forma assegurar a condição de consistência (equação (22)). A principal 
diferença entre os algoritmos de integração deste tipo consiste no modo como é realizado o 
retorno à superfície de plasticidade. 
As estratégias de correcção do estado de tensão no ponto incluem, dentre outros o 
algoritmo de retorno radial, introduzido pelo trabalho de Wilkins [19], o algoritmo da 
normal média [20], conforme citado em [21], o algoritmo do ponto mais próximo 
implementado em condições de estado plano de tensão [22, 23], os algoritmos “cutting-
plane” [24], e o algoritmo “multi-stage return mapping” baseado na teoria da deformação 
incremental, a qual segue percurso de trabalho plástico mínimo [25]. 
De uma forma genérica, os métodos de integração podem ser agrupados segundo duas 
abordagens diferentes, designadas por “forward-Euler” e “backward-Euler”. 
O método “forward-Euler” considera o estado de tensão conhecido (estado de tensão 
na iteração anterior) como referência para a determinação da direcção de deformação 
plástica. Esta consideração só é válida para incrementos de deformação muito pequenos, 
devido ao facto de este método não assegurar a consistência incremental e o novo estado de 
tensão estimado poder não satisfazer a condição de cedência subsequente ou, por outras 
palavras, o novo estado de tensão pode não se situar sobre a superfície de plasticidade.  
A diferença entre o estado de tensão estimado (que não se situa sobre a superfície de 
plasticidade) e o estado de tensão sobre a superfície de plasticidade correspondente deve ser 
corrigida. Os métodos de correcção existentes são vários, tais como o denominado 
“proportioning”, a projecção normal à superfície de plasticidade ou a projecção segundo a 
direcção do corrector plástico. Esta diferença pode ser reduzida através da denominada sub-
incrementação, que consiste em dividir a deformação total a corrigir em várias parcelas, e 
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realizar a correcção plástica parcela a parcela, actualizando a direcção de deformação 
plástica após cada sub-incremento [16]. 
O método “backward-Euler” utiliza como referência para a determinação da direcção 
da deformação plástica o estado de tensão referente ao final do incremento (o qual é ainda 
desconhecido), tratando-se de um procedimento iterativo. Uma vez que este método 
assegura consistência incremental (garante-se assim que o estado de tensão final se situe 
sobre a superfície de plasticidade) obtêm-se uma melhor precisão mesmo para grandes 
incrementos de deformação [26]. No entanto, a sua formulação é complicada por envolver 
as segundas derivadas da função de cedência [27], de difícil determinação para a 
generalidade dos critérios de plasticidade anisotrópicos.  
Segundo Ortiz e Popov [26] a generalidade dos algoritmos de integração podem ser 
incluídos em dois grupos: os referentes à regra dos trapézios generalizada e os referentes à 
regra do ponto médio generalizada. De seguida são apresentadas de forma resumida estas 
duas abordagens.  
2.4.1. Regra dos trapézios generalizada 
Designando a previsão elástica do estado de tensão (“trial stress”) por 8NO, atribuindo o 
índice (n) às variáveis de estado no fim do incremento anterior e o índice (n+1) às variáveis 
a serem determinadas no incremento actual, a regra dos trapézios generalizada é formulada 
pelas expressões presentes na tabela 1.  
Tabela 1. Formulação da regra dos trapézios generalizada. 
Regra dos Trapézios Generalizada 
8YNO = 8 + B: ∆? (35) 
∆?YA = ∆P(1 − )Q + QY (36) 
?+1 = ? + ∆?+1  (37) 
8Y = 8YNO − B: ∆?YA  (38) 
∆K̅YA = ∆P(1 − ) H +  HY (39) 
KH+1 = KH + ∆KH+1  (40) 
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ΦY = 0 (41) 
 ∈ 0; 1 (42) 
 
A regra dos trapézios generalizada consiste em duas etapas. Inicialmente é obtida a 
estimativa do estado de tensão (equação (35)) assumindo que toda a deformação é elástica. 
De seguida, se o novo estado de tensão violar o critério de plasticidade é realizada a 
correcção plástica (equação (38)). Segundo esta regra, a direcção do corrector plástico é 
obtida através de uma combinação linear entre os vectores de cedência inicial e final 
(equação (36)) através da definição de um parâmetro α 0 ≤  ≤ 1. A regra dos trapézios 
generalizada pode ser representada geometricamente pela figura 7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 7. Representação geométrica da regra dos trapézios (adaptada de [21]). 
Os algoritmos tradicionalmente usados na análise elastoplástica podem ser obtidos 
através da escolha de determinados valores para o parâmetro α. Caso α seja igual a 0, 
apenas será usada informação acerca do vector de cedência inicial, ou seja, trata-se de um 
algoritmo explícito, também denominado de integração “forward-Euler”, referida 
anteriormente.  
Situações de α superiores a 0 conduzem a algoritmos denominados implícitos. Devido 
ao uso de informações acerca do estado de tensão ainda desconhecido, este tipo de 
algoritmos são obrigatoriamente do tipo incremental e iterativo. O caso de α igual a 1 
corresponde ao método de integração “fully implicit backward-Euler” anteriormente 
referido, sendo neste caso apenas usada informação acerca do estado de tensão final.  
 26 2. Plasticidade computacional
 
 
Dissertação de Mestrado Tiago Jordão Grilo
 
2.4.2. Regra do ponto médio generalizada 
A formulação dos algoritmos descritos pela regra do ponto médio generalizada é descrita 
pelas expressões presentes na tabela 2.  
Tabela 2. Formulação da regra do ponto médio generalizada. 
Regra do ponto médio generalizada 
8YNO = 8 + B: ∆? (43) 
∆?YA = ∆PQY (44) 
?+1 = ? + ∆?+  (45) 
8Y = 8YNO − B: ∆?YA  (46) 
∆K̅YA = ∆P HY (47) 
KH+1 = KH + ∆KH+  (48) 
Q+ = Q(1 − )8 + 8+1, (1 − )KH + KH+1  (49) 
ΦY = 0 (50) 
 ∈ 0; 1 (51) 
 
A grande diferença desta regra situa-se no facto da direcção do corrector plástico ser o 
vector de cedência de um estado de tensão intermédio (equação (49)), diferente do estado de 
tensão inicial ou final para valores de α diferentes de 0 ou 1. Uma vez que, à semelhança do 
estado de tensão final, o estado de tensão intermédio é desconhecido, os algoritmos 
incluídos nesta regra são do tipo incremental e iterativo. 
Também para esta regra, caso a variável α tome o valor 0 o algoritmo corresponderá 
ao método “forward-Euler”, sendo obtido o método de integração “fully implicit 
backward-Euler” na situação em que α é igual a 1. A regra do ponto médio generalizada 
pode ser representada geometricamente pela figura 8. 
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Figura 8. Representação geométrica da regra do ponto médio generalizada (adaptada de [21]). 
Segundo Ortiz e Popov [26] para a situação particular do critério de von Mises com 
plasticidade associativa e endurecimento linear, conclui-se que os resultados obtidos pelas 
duas regras são iguais. Todavia, a regra do ponto médio generalizada é menos sensível a 
distorções da superfície de plasticidade. 
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Capítulo 3   
CRITÉRIOS DE PLASTICIDADE 
3.1. Introdução 
Como referido no capítulo anterior, os critérios de plasticidade definem o estado de tensão 
(elástico ou plástico) de um determinado ponto material bem como a transição entre esses 
mesmos estados de tensão, ou por outras palavras, define a superfície limite de elasticidade. 
Os critérios de plasticidade mais usados são descritos através de potenciais de tensão, 
no entanto estes também podem ser descritos através de potenciais de incrementos de 
deformação. 
Dependendo do comportamento dos materiais, estes podem ser considerados 
isotrópicos ou anisotrópicos. Os materiais são considerados isotrópicos quando a sua 
resposta a solicitações mecânicas é indiferente às direcções destas. Contudo, uma grande 
variedade dos materiais metálicos usados em engenharia apresenta propriedades mecânicas 
que variam em função da direcção da solicitação considerada (materiais anisotrópicos). 
Em 1864, Tresca propôs o primeiro critério de plasticidade isotrópico [8], baseando-
se na sua observação de que a deformação plástica ocorre devido à deslocação dos planos 
de escorregamento através da acção de tensões de corte. Segundo Tresca a transição entre os 
regimes elástico e plástico ocorre quando a tensão de corte máxima atinge um valor crítico. 
O critério mais usado na descrição do comportamento de materiais isotrópicos é o critério 
de Huber-Mises-Henchy, geralmente denominado de critério de von Mises. Este critério foi 
proposto independentemente por Huber em 1904 e von Mises em 1913, sendo 
posteriormente desenvolvido por Henchy. É considerado que a transição entre regimes 
ocorre quando a energia elástica de distorção atinge um valor crítico [10]. Em 1949, 
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Drucker [28] propôs um critério de plasticidade isotrópico de modo a representar os 
resultados experimentais obtidos entre as superfícies de Tresca e von Mises. Em 1954, 
Hershey [29] introduziu uma generalização do critério de von Mises, sendo este 
posteriormente usado por Hosford em 1972 [30]. 
 
Em 1948, Hill [31] propôs um critério de plasticidade anisotrópico quadrático para 
materiais que apresentam três planos ortogonais de simetria. Este critério é uma 
generalização do critério isotrópico de von Mises, sendo actualmente um dos critérios mais 
usados na descrição do comportamento dos aços devido, nomeadamente, à sua 
simplicidade. 
Através de teorias de plasticidade de policristais e de resultados experimentais 
concluiu-se que critérios de plasticidade quadráticos não descrevem com o rigor desejado as 
superfícies de plasticidade de alguns materiais metálicos de estrutura cúbica (estrutura 
cúbica de corpo centrado (CCC) e cúbica de faces centradas (CFC)), tais como o alumínio 
[32, 33], conforme citado em [4]. Em 1977, Gotoh [34] propôs uma função de cedência 
polinomial de quarta ordem com o objectivo de superar as desvantagens do critério de Hill 
(1948). Em 1979, Hill [33] propôs um critério de plasticidade anisotrópico não quadrático, 
sendo este posteriormente desenvolvido para quatro casos especiais em situações de estado 
plano de tensão. Bassani [35], conforme citado em [10], em 1977 e independentemente de 
Hill, desenvolveu um critério anisotrópico cuja correcta selecção de parâmetros permite 
aproximar a superfície de plasticidade prevista ao modelo policristalino Bishop-Hill. Este 
critério é uma generalização do caso especial IV do critério de Hill 1979 referente a estados 
planos de tensão em materiais que apresentem isotropia planar [36]. Independentemente de 
Hill, Hosford [37], conforme citado em [38], propôs em 1979 um critério de plasticidade 
não quadrático, sendo este novo critério uma generalização do critério de Hershey para 
materiais anisotrópicos ortotrópicos. A principal desvantagem dos critérios de Hill (1979) e 
Hosford (1979) consiste no facto de estes não envolverem as tensões de corte, não 
permitindo assim a contínua descrição da variação das propriedades plásticas entre os eixos 
RD e TD da chapa, sendo também imposta a sobreposição entre as direcções principais e os 
eixos de anisotropia do material [38]. 
Barlat e Lian [39], em 1989, propuseram uma extensão do critério de Hosford (1979), 
de modo a este conter as tensões de corte, e evitar assim as suas limitações. Com os mesmos 
objectivos, Zhou [40] propôs em 1990 outra extensão do critério de Hosford (1979). Com 
o objectivo de evitar as limitações do critério de Hill (1979), Hill [41] propôs uma 
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generalização do seu critério ao sistema de coordenadas genérico em 1990. Em 1993, Hill 
[42] propôs outro critério de plasticidade anisotrópico, adequado a materiais que 
apresentem propriedades mecânicas particulares, tais como  =  e  ≠ , ou  ≠  
e  = . 
Em 1991, Barlat et al. [43] propuseram uma generalização do critério isotrópico de 
Hershey a materiais anisotrópicos. A anisotropia é introduzida através da substituição dos 
valores principais do tensor das tensões pelos valores principais de um tensor resultante da 
transformação linear do tensor das tensões. Usando esta metodologia os coeficientes de 
anisotropia estão presentes nos coeficientes da matriz usada na transformação linear. Esta 
metodologia será apresentada com maior grau de detalhe na subsecção 3.3.. Karafillis e 
Boyce [44] propuseram em 1993 um critério de plasticidade isotrópico genérico mais 
flexível em relação aos critérios de plasticidade isotrópicos até então propostos, a partir do 
critério de Hershey. À semelhança do critério de Barlat et al. de 1991, denominado de 
Yld91, Karafillis e Boyce introduziram a anisotropia através de uma transformação linear. A 
principal vantagem deste critério reside na sua elevada flexibilidade, sendo uma 
generalização do critério Yld91. 
Estudos experimentais demonstraram que as ligas de alumínio possuem um 
comportamento plástico complexo, não sendo descrito de forma aceitável através dos 
critérios de plasticidade acima descritos [10]. Por este motivo Barlat et al. [45] propuseram 
em 1994 um critério mais genérico do que o critério Yld91. Este critério, Yld94, foi 
posteriormente alterado pelos mesmos autores em 1996, de modo a ser mais flexível, 
resultando no critério denominado de Yld96 [12]. Os critérios Yld94 e Yld96 possuem o 
inconveniente da sua convexidade não ter sido ainda provada. 
De modo a ultrapassar as desvantagens inerentes ao critério Yld96, Barlat et al. [46] 
propuseram em 2000 o critério de plasticidade Yld2000-2d aplicável a estados planos de 
tensão. De modo incluir um maior número de coeficientes de anisotropia este critério usa 
duas transformações lineares associadas a dois critérios de plasticidade isotrópicos, 
obtendo-se assim 8 coeficientes de anisotropia independentes. Independentemente de Barlat 
et al., Banabic et al., baseando-se no critério de Yld89, desenvolveram desde 2000 os 
critérios de plasticidade denominados de BBC’s, aplicáveis apenas a estados planos de 
tensão [47-49]. A última versão, BBC2005, possui 8 coeficientes de anisotropia, e foi 
demonstrado que a sua superfície de plasticidade corresponde à superfície de plasticidade 
obtida pelo critério de Yld2000-2d, sendo apenas escrita de forma diferente, havendo uma 
correspondência entre os seus coeficientes de anisotropia [50]. 
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Em 2003, Bron e Besson [51] propuseram uma extensão do critério de Karafillis e 
Boyce (aplicável a estados de tensão genéricos) considerando duas transformações lineares, 
obtendo uma formulação com 12 coeficientes de anisotropia. Devido ao maior número de 
coeficientes de anisotropia, este critério permite um maior rigor relativamente ao critério de 
Karafillis e Boyce, sem que haja um aumento significativo da complexidade na sua aplicação 
através do MEF.  
Barlat et al. [7] propuseram em 2004 o critério Yld2004-18p aplicável a estados de 
tensão genéricos, sendo este uma extensão do critério Yld2000-2d. Este critério também 
recorre a duas transformações lineares. No entanto, de modo a incluir um maior número de 
coeficientes de anisotropia, estas são realizadas sobre o tensor das tensões de desvio ao invés 
de sobre o tensor das tensões de Cauchy, permitindo assim o uso de 18 coeficientes de 
anisotropia independentes. O elevado número de coeficientes exige um elevado número 
parâmetros experimentais, pelo que Barlat et al. propuseram uma simplificação deste 
critério, criando o critério denominado de Yld2004-13p [7]. Este critério possui 13 
coeficientes de anisotropia, não permitindo a mesma exactidão relativamente ao critério 
Yld2004-18p. No entanto, quer a sua implementação quer a determinação dos seus 
coeficientes de anisotropia são mais simples. 
Tendo em consideração que qualquer critério isotrópico pode ser estendido a 
materiais anisotrópicos através do uso de invariantes generalizados, Cazacu e Barlat [52] 
propuseram em 2001 duas extensões ao critério isotrópico de Drucker. Uma das extensões 
foi realizada através de uma transformação linear (à semelhança do critério Yld91 e de 
Karafillis e Boyce) possuindo apenas 7 coeficientes de anisotropia. A segunda extensão 
possui 18 coeficientes de anisotropia para estados de tensão triaxiais, incluídos através da 
substituição dos 2º e 3º invariantes por dois polinómios de 2º e 3º grau respectivamente.  
 
Os materiais de estrutura hexagonal compacta (HC) apresentam superfícies de 
plasticidade não simétricas em relação ao estado de tensão nulo, resultando em tensões 
limites de elasticidade dependentes do sinal do carregamento (tracção ou compressão). Este 
fenómeno, denominado de “strength differential”, ocorre devido ao facto de estes materiais 
se deformarem plasticamente não só através da deslocação dos planos de escorregamento 
(mecanismo de deformação dos materiais de estrutura cúbica CCC ou CFC), mas também 
através de maclagem (mecanismo de deformação direccional). Em resumo, uma vez que os 
critérios de plasticidade anisotrópicos acima enumerados não descrevem o fenómeno de 
“strength differential”, apenas são aplicáveis a materiais de estrutura cúbica (CCC e CFC). 
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De modo a descrever o comportamento deste tipo de materiais, Hosford [53], 
conforme citado em [54], propôs em 1966 uma modificação do critério de Hill (1948). No 
entanto a modificação proposta por Hosford não envolve as tensões de corte, não 
permitindo a descrição da contínua variação das propriedades plásticas do material entre os 
eixos de simetria, e limitando as direcções principais. Este critério pode descrever 
correctamente o comportamento de materiais de estrutura HC cuja superfície de 
plasticidade é elíptica e de baixa excentricidade, como por exemplo algumas ligas de titânio. 
No entanto, a descrição do comportamento plástico de ligas de magnésio, cuja assimetria da 
superfície de plasticidade é mais acentuada, exige o uso de formulações mais complexas 
[54]. De modo a superar estas limitações, Liu et al. [55] propuseram em 1997 outra 
modificação do critério de Hill (1948) envolvendo as tensões de corte. Os critérios de 
Hosford (1966) e Liu, embora sejam adequados a materiais de estrutura HC (por 
descreverem o efeito de “strength differential”), não são suficientemente flexíveis para 
descrever com precisão o comportamento anisotrópico de materiais com superfícies de 
plasticidade relativamente complexas. 
Em 2004, Cazacu e Barlat [54] propuseram um critério de plasticidade isotrópico que 
permite a descrição do efeito de “strength differential”, tendo sido este adaptado a materiais 
anisotrópicos através do uso de invariantes generalizados (metodologia usada pelos mesmos 
investigadores em 2001), e possuindo 18 coeficientes de anisotropia. O elevado número de 
coeficientes exige um elevado número de parâmetros experimentais, nomeadamente, os 
valores de tensão limite de elasticidade e coeficientes de anisotropia de Lankford, 
determinados em ensaios de tracção e compressão uniaxial, segundo 3 direcções distintas no 
plano e na direcção normal ao plano. No entanto, os valores experimentais dos coeficientes 
de anisotropia de Lankford para materiais de estrutura HC, apresentados pela bibliografia, 
são escassos. Os dados experimentais acerca do comportamento mecânico destes materiais 
residem, até à presente data, nos resultados obtidos através dos ensaios de tracção e 
compressão uniaxiais, segundo a direcção de laminagem, transversal e normal ao plano na 
chapa [38]. Nixon et al. [56] propuseram em 2009 uma extensão do critério isotrópico de 
Cazacu e Barlat (2004) a materiais anisotrópicos, requerendo menos parâmetros 
experimentais. Este critério possui apenas 6 coeficientes de anisotropia para estados de 
tensão triaxiais, introduzidos através de uma transformação linear sobre o tensor das 
tensões de Cauchy. O menor número de parâmetros experimentais necessários torna este 
critério adequado para a descrição do comportamento plástico de materiais de estrutura HC 
cujos parâmetros experimentais existentes são reduzidos. 
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 Em 2006, Cazacu et al. [57] propuseram um critério de plasticidade isotrópico mais 
flexível em relação ao critério de Cazacu e Barlat (2004). Ao critério isotrópico foi 
introduzida uma transformação linear sobre o tensor das tensões de desvio, formando assim 
o critério denominado de CPB06. Este critério permite a descrição do efeito de “strength 
differential” e o comportamento anisotrópico do material através de 9 coeficientes de 
anisotropia. O número de coeficientes de anisotropia deste critério pode ser aumentado 
através da aplicação de múltiplas transformações lineares, melhorando assim a 
representação da anisotropia dos materiais. Plunkett et al. [58] propuseram um critério 
anisotrópico, denominado CPB06ex2, que consiste na aplicação de duas transformações 
lineares, obtendo assim um critério com 18 coeficientes de anisotropia. 
 
Todos os critérios acima referidos são expressos segundo coordenadas cartesianas, no 
entanto critérios de plasticidade expressos segundo coordenadas polares podem ser 
vantajosos em determinadas situações, especialmente quando usados em conjunto com 
equações constitutivas planares [36]. Exemplos deste tipo de critérios são os critérios de 
Budiansky [59] e de Ferron et al. [60]. 
 
Os critérios acima referidos realizam a previsão da superfície de plasticidade através 
do uso de uma função matemática, sendo os resultados experimentais usados na 
determinação dos coeficientes de anisotropia. Vegter et al. [61], conforme citado em [4], 
propuseram um critério de plasticidade baseado numa metodologia diferente. A definição 
da superfície de plasticidade baseia-se directamente nos resultados experimentais obtidos a 
partir dos ensaios de tracção uniaxial, de corte puro, de tracção biaxial e de deformação 
plana. A descrição da superfície de plasticidade 2D é realizada através de 12 funções 
interpolativas de Bézier. No entanto, devido à simetria das superfícies de plasticidade, 
apenas é necessária a definição de um quarto da superfície de plasticidade total para 
materiais de estrutura cúbica. A principal vantagem deste critério é a sua flexibilidade, 
resultante do elevado números de parâmetros experimentais usados [10]. No entanto, 
possui as desvantagens de apenas ser apenas aplicável a estados planos de tensão e de 
requerer diversos tipos de ensaios experimentais. 
 
Ziegler [62], conforme citado em [63], demonstrou através do princípio de trabalho 
plástico equivalente, que qualquer potencial de tensão convexo pode ter associado um 
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potencial de incrementos de deformação. Portanto, a descrição da resposta plástica de um 
material pode ser realizada através do uso de potenciais de incrementos de deformação, ao 
invés dos potenciais de tensão clássicos. Estes potenciais têm a vantagem de serem mais 
fáceis de implementar comparativamente aos potenciais de tensão no processo de design da 
forma inicial da chapa nos processos de conformação. Em especial na optimização da forma 
inicial da chapa no processo de conformação de um embutido cilíndrico, com o objectivo de 
diminuir a percentagem das “orelhas” provenientes da anisotropia do material [63, 64].  
Segundo Cazacu et al. [63], são apenas conhecidas expressões analíticas de potenciais 
de incrementos de deformação exactamente associados a potenciais de tensão 
macroscópicos para alguns critérios de plasticidade quadráticos. Para critérios de 
plasticidade não quadráticos a obtenção de potenciais de incrementos de deformação 
associados é uma tarefa muito difícil, senão impossível. Nas últimas décadas inúmeros 
potenciais de incrementos de deformação tem sido propostos [63, 65-67], no entanto estes 
não são exactamente os associados aos respectivos potenciais de tensão não quadráticos, 
mas sim aproximações que descrevem o comportamento plástico dos materiais com uma 
precisão semelhante.  
 Devido ao maior desenvolvimento dos potenciais de tensão e à sua aplicação neste 
trabalho, apenas estes serão descritos em pormenor. 
 
Nas subsecções seguintes serão apresentados em mais detalhe os critérios de 
plasticidade mais relevantes, sendo na subsecção 3.2 descritos os critérios de plasticidade 
isotrópicos, e nas subsecções 3.3 e 3.4 os critérios de plasticidade anisotrópicos. 
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3.2. Critérios de plasticidade isotrópicos 
Um material isotrópico apresenta um comportamento mecânico independente da direcção 
de solicitação, pelo que um critério de plasticidade isotrópico pode ser expresso em função 
de três invariantes do tensor das tensões de Cauchy, 8 (ou na forma indicial ()). Diversos 
conjuntos de três invariantes podem ser usados, entre eles estão os três valores principais, (, 
e os três invariantes do tensor das tensões propriamente ditos, 9( com f = 1, 2, 3, dados por 
9 = 7(8) = (( , (52) 
9 = 12 7(8) = 12 ()(), (53) 
9 = 13 7i8j = 13 ())++( = d7(), (54) 
em que 7(. ) é o operador traço.  
Uma vez que a deformação plástica em materiais metálicos é independente da tensão 
hidrostática, um critério de plasticidade isotrópico pode ser expresso apenas em função do 
2º e do 3º invariante (< e <) do tensor das tensões de desvio, =, definido por, 
= = 8 −  7(8)6. (55) 
Também podem ser usadas os valores principais do tensor das tensões de desvio. De 
seguida são descritos os critérios de plasticidade isotrópicos mais relevantes. 
Tresca (1864) 
O critério de plasticidade de Tresca considera que a deformação plástica tem início quando 
a tensão de corte máxima atinge o valor da tensão de corte de cedência em tracção uniaxial 
[8], 
ϕ(8) = Uá =  − 2 = , ou  ϕ(8) =  −  = H (56) 
em que  e  são os valores principais do tensor das tensões, com  ≥  ≥ , ′ e H são 
parâmetros característicos do material e que podem ser função do encruamento.  
A tensão equivalente, H, mais precisamente, é a tensão limite de elasticidade em tracção 
uniaxial, T. 
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 A superfície de plasticidade descrita por este critério de plasticidade representa a 
superfície lateral de um prisma de secção hexagonal, com as características supracitadas 
referentes a materiais metálicos isotrópicos. 
von Mises (1913) 
O critério de von Mises [68], conforme citado em [8], considera que a ocorrência de 
deformação plástica tem início quando é atingido o valor crítico da energia elástica de 
distorção por unidade de volume. Matematicamente, este pressuposto equivale a considerar 
que o segundo invariante do tensor de desvio, <, atinge um valor limite [8],  
ϕ(=) = < = 13 T. (57) 
As superfícies de plasticidade de von Mises e de Tresca estão representadas no espaço das 
tensões de Haig-Westergaard na figura 1. Neste espaço o critério de von Mises representa a 
superfície lateral de um cilindro de raio igual a e T. 
Drucker (1949) 
O critério de plasticidade de Druker [28] é descrito por 
ϕ(=) = < − 
< = , (58) 
em que 
 é uma constante dependente do material, e   = 27   ¡ = UT¡ em que UT é a 
tensão limite de elasticidade em corte puro. De forma a garantir a convexidade deste 
critério, c tem de estar compreendido entre -27/8 e 9/4 [54]. Segundo Drucker [28], 
conforme citado em [4], < é proporcional à energia elástica de distorção, enquanto < indica 
a influência das tensões de corte no estado de tensão a que o material está sujeito, sendo 
 
um parâmetro ponderador do peso destes invariantes.  
Hershey (1954) e Hosford (1972) 
Hershey [29] introduziu um critério, posteriormente usado por Hosford [30], definido por 
ϕ(=) = (; − ;)+ + (; − ;)+ + (; − ;)+ = 2T+, (59) 
em que  é uma constante inteira e positiva do material, e ;, ; e ; são os valores 
principais do tensor desviador. Este critério representa uma extensão do critério quadrático 
de von Mises, reduzindo-se a este quando  possui o valor 1, e ao critério de Tresca quando 
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o valor deste tende para +∞. Variando  no intervalo 1, +∞ a superfície de plasticidade 
altera-se entre as superfícies de Tresca e de von Mises.  
 Este critério apresenta como principal vantagem o facto de proporcionar uma boa 
aproximação da superfície de plasticidade resultante da aplicação do modelo de plasticidade 
policristalino de Bishop-Hill usando  = 3 para materiais de estrutura cúbica de corpo 
centrado (CCC) e  = 4 para materiais metálicos de estrutura cúbica de faces centradas 
(CFC) [69], conforme citado em [50]. 
Karafillis e Boyce (1993) 
Hosford [30] indica a existência de uma fronteira inferior, correspondente à superfície de 
plasticidade de Tresca, e de uma fronteira superior para as superfícies de plasticidade 
isotrópicas de um qualquer material metálico isotrópico, com uma tensão limite de 
elasticidade conhecida. A superfície superior corresponde a uma superfície definida com 
base na semi-soma dos dois maiores diâmetros dos círculos de Mohr [30], conforme citado 
em [4]. Estas duas superfícies estão representadas esquematicamente, sobre o plano pi, em 
conjunto com a superfície de plasticidade de von Mises na figura 9. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9. Representação geométrica dos limites inferior e superior, e do critério de plasticidade de 
von Mises, representados no plano desviador pi (adaptada de [44]). 
As superfícies de plasticidade isotrópicas situadas entre as superfícies de Tresca e de 
von Mises são descritas matematicamente pelo critério de Hosford 1972 (equação (59)). 
Segundo Karafillis e Boyce [44] as superfícies de plasticidade isotrópicas situadas entre a 
superfície de von Mises e a fronteira limite superior, são expressas matematicamente por, 
3. Critérios de plasticidade 39
 
Tiago Jordão Grilo Dissertação de Mestrado
 
ϕ(=) = ;+ + ;+ + ;+ = 2+ + 23+ T+, (60)  
obtendo-se a superfície de von Mises para  = 1, e a fronteira limite superior para  → +∞.  
Através de uma combinação linear do critério de plasticidade de Hosford, ϕ, e a 
equação (60), ϕ, Karafillis e Boyce [44] propuseram uma superfície de plasticidade 
isotrópica genérica, expressa matematicamente por, 
ϕ(=) = (1 − 
)ϕ(=) + 
 3+2+5 + 1 ϕ(=) = 2T+, (61) 
em que 
 é um parâmetro do material, tal que 
 ∈ 0,1, cujo objectivo é situar a superfície 
de plasticidade entre as fronteiras limite inferior e superior. Algumas das superfícies de 
plasticidade isotrópicas normalizadas em relação à tensão limite de elasticidade, estão 
representadas na figura 10, no espaço (, ).  é considerado constante com o valor de 15, 
e 
 a variar entre 0 e 1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 10. Representação geométrica no espaço (, ) de algumas superfícies de plasticidade 
isotrópicas, usando o critério de plasticidade isotrópico generalizado de Karafillis e Boyce, 
com  = 15 e diferentes valores de 
 [44]. 
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3.3. Critérios de plasticidade anisotrópicos 
Materiais que apresentem propriedades mecânicas dependentes da direcção de solicitação 
são classificados como materiais anisotrópicos. Esta anisotropia é influenciada por diversos 
factores, tais como a estrutura cristalográfica, o teor em elementos de liga e a natureza dos 
tratamentos térmicos e mecânicos a que o material foi previamente submetido. Deste modo, 
mesmo em casos em que o material é inicialmente isotrópico, com o desenvolvimento da 
deformação plástica e consequentemente o aparecimento de direcções privilegiadas de 
deformação, o material vai tornando-se progressivamente anisotrópico. 
 As chapas metálicas usadas em processos de conformação plástica apresentam, na sua 
generalidade, comportamento anisotrópico devido ao processo termo-mecânico a que estão 
sujeitas na sua produção (laminagem). Neste processo os grãos do material da chapa, que 
inicialmente se encontravam distribuídos e orientados de uma forma aleatória, são 
deformados e redistribuídos segundo uma orientação preferencial (a direcção de 
laminagem), tornando, geralmente, a tensão de cedência na direcção perpendicular à de 
laminagem superior à de laminagem [8]. 
 A crescente utilização de materiais anisotrópicos nos processos de conformação 
plástica motivou o desenvolvimento de critérios de plasticidade que permitissem a descrição 
da anisotropia destes metais. Estes critérios permitem uma previsão mais fiel dos defeitos 
resultantes da conformação plástica de materiais anisotrópicos, aquando da sua aplicação 
em análises pelo MEF. De seguida são apresentados os critérios de plasticidade 
anisotrópicos mais relevantes. 
 O grupo de critérios de Hill (1948, 1979, 1990, 1993) 
O critério de plasticidade anisotrópico de Hill [31], proposto em 1948, é dado por 
ϕ = ¦i − §§j + ¨(§§ − ) + ©i − j + 2i§ + ª§ + « j = T, (62) 
em que ¦, ¨, ©, , ª e « são constantes do material, a serem determinadas 
experimentalmente. O critério de Hill 1948 pode ainda ser escrito da seguinte forma 
compacta, 
ϕ = 8: ¬: 8 = T, (63) 
sendo ¬ um tensor de 4ª ordem que possui os parâmetros de anisotropia do critério de Hill 
1948 com as restrições: ª()+ = ª)(+ = ª+() e ª((+ = 0. Esta última garante a condição 
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de independência da deformação plástica em relação à tensão hidrostática, permitindo o uso 
do tensor das tensões de desvio ao invés do tensor das tensões de Cauchy, obtendo valores 
idênticos de tensão equivalente.  
 A equação (63) pode ser reescrita segundo a convenção de Voigt por, 
ϕ =
[\
\\
\]
§§§§ _^
__
_` :
[\
\\
\]
¨ + © −© −¨ 0 0 0−© ¦ + © −¦ 0 0 0−¨ −¦ ¦ + ¨ 0 0 00 0 0 2 0 00 0 0 0 2ª 00 0 0 0 0 2«_^
__
_` :
[\
\\
\]
§§§§ _^
__
_` = T. (64) 
Os 6 coeficientes do critério de Hill 1948 necessários para a descrição da anisotropia podem 
ser determinados a partir de apenas 3 ensaios de tracção uniaxial a 0o, 45o e 90o em relação 
à direcção de laminagem, segundo as expressões, 
¦ = © ;     ¨ = 1 + 1 ;     © =  ∙ ¨;  
 = ª = 1.5;      « = 12 ∙ ( + ) ∙ (2­® + 1) ∙ ( + 1) , 
(65) 
sendo , ­® e  os respectivos coeficientes de anisotropia de Lankford. Estes coeficientes, , são dados pela expressão  
 = KK = − KK + K, (66) 
em que K, K e K correspondem às deformações segundo as direcções longitudinal, 
transversal e normal do provete sujeito a tracção uniaxial, segundo uma direcção que faz 
um ângulo θ  relativamente à direcção de laminagem. Caso o material seja isotrópico, Hill 
demonstrou que os coeficientes de anisotropia satisfazem a condição, 
 = ª = « = 3¦ = 3¨ = 3© = 32T, (67) 
obtendo-se assim a superfície de plasticidade descrita pelo critério de von Mises. 
 Ao longo dos últimos anos este critério tem sido amplamente usado em simulação de 
processos de conformação de chapa pelo MEF pela sua simplicidade e aplicação a estados 
de tensão genéricos, tendo sido verificado que a sua utilização proporciona resultados com 
maior exactidão para alguns tipos de materiais e texturas, em especial aos aços. Vial et al. 
[70] indica que o critério de Hill 1948 representa de forma mais adequada o 
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comportamento de materiais metálicos que apresentem um coeficiente de anisotropia de 
Lankford médio, ̅ (equação (68)), superior a 1. Para materiais que apresentem valores de ̅ 
inferior a 1, tais como a generalidade das ligas de alumínio, este critério demonstra-se 
geralmente inadequado. 
̅ = 14 ( + 2­® + ). (68) 
  
  
Com base no pressuposto de que critérios de plasticidade quadráticos não descrevem com o 
rigor desejado as superfícies de plasticidade de materiais de estrutura cúbica, Hill [33] 
propôs em 1979 o seguinte critério de plasticidade anisotrópico não quadrático  
ϕ = ¦¯ − §§¯° + ¨|§§ − |° + ©¯ − ¯° + ²¯2 −  − §§¯°
+ ³¯2 − §§ − ¯° + ´¯2§§ −  − ¯° = T°, (69) 
sendo   um parâmetro, não inteiro, função do material e ¦, ¨, ©, ², ³ e ´ os coeficientes de 
anisotropia do material.  
 Quando aplicável, este critério apresenta a vantagem de representar a superfície de 
plasticidade com maior precisão relativamente ao critério de Hill 1948, na proximidade de 
estados de tensão associados à tracção biaxial, principalmente em ligas de alumínio. 
 A expressão (69) foi derivada em 4 casos especiais, sendo mais usado o chamado 
“Special Case IV” referente a materiais anisotrópicos que exibem isotropia planar, sujeitos a 
estados planos de tensão [38], expresso por 
ϕ = | + |° + (1 − 2̅)| + |° = 2(1 + ̅)T° . (70) 
A condição de convexidade exige que o parâmetro   seja necessariamente superior a 1 [10]. 
Bressan [71] indica que para valores de ̅  menores de 0.8, existe uma relação linear entre   
e ̅ dada pela expressão  
 = 1.14 + 0.86.¶ (71) 
Ainda, segundo Bressan [71], existe um limite máximo para o parâmetro  , de 2. 
 
O critério de Hill 1990, apenas definido para estados planos de tensão, é descrito pela 
expressão 
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ϕ = | + |° + °U° | − |°
+ ¯ + ¯°5−2²( − ) + ³( − ) 
·¸(2¹) = (2), (72) 
em que ¹ é o ângulo definido entre os eixos de ortotropia e as direcções principais,  é a 
tensão limite de elasticidade biaxial obtida a partir do ensaio de tracção biaxial, e A e B são 
dois coeficientes de anisotropia. 
 
 Em 1993, Hill [42] propôs outro critério de plasticidade anisotrópico, adequado a 
materiais que apresentem propriedades mecânicas particulares, tais como  =  e  ≠, ou  ≠  e  = , sendo expresso por 
ϕ =  − ´
 +
 + ¼(² + ³) −
² + ³ ½
 = 1. (73) 
Na determinação dos coeficientes usados no critério de Hill 1993 é necessária a realização 
de 3 ensaios experimentais, um ensaio de tracção biaxial e dois ensaios de tracção uniaxial a 
0o e 90o relativamente à direcção de laminagem. Este critério apenas se aplica a estados 
planos de tensão, e à semelhança do critério de Hill 1979, por não ter em conta as tensões 
de corte, impõe que as direcções principais e os eixos de ortotropia sejam coaxiais. 
 A figura 11 apresenta, no espaço (, ), a comparação entre os critérios de 
plasticidade de von Mises, Hill 1948 e Hill 1993 relativamente a resultados experimentais 
para o aço ST 1405 e para a liga de alumínio Al Mg Si 1, obtidos por Banabic [72] em 
1997. Desta figura conclui-se que o critério isotrópico de von Mises não descreve com 
exactidão o comportamento anisotrópico destes materiais, e que o critério anisotrópico de 
Hill 1948 se adequa melhor à modelação da anisotropia do aço, relativamente à da liga de 
alumínio. A inadequabilidade do critério de Hill 1948 é notória tendo em conta que, para a 
liga de alumínio considerada, o critério isotrópico de von Mises apresenta melhores 
resultados comparativamente a este critério anisotrópico. Para ambos os materiais o critério 
de Hill 1993 demonstrou permitir a obtenção de melhores resultados relativamente ao 
critério de Hill 1948.  
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Figura 11. Comparação, no espaço (
da aplicação dos critérios de von Mises, Hill 1948 e Hill 1993 para: a)
de alumínio Al Mg Si 1 
O grupo de critérios de Barlat 
Yld2004-13p) 
Barlat e Lian [39] propuseram uma extensão do critério de Hosford (1979) de
em consideração as tensões de corte, e assim não restringir a aplicação do critério de 
plasticidade a análises em que as direcções
ortotropia. Este critério de plasticidade anisotrópico, designado de 
ϕ = 
̅|¾ + ¾|° +
sendo ¾ e ¾ dados por 
¾ = i + ¿H2
em que 
̅, ¿H, ̅ e   são coeficientes do material.
ser aplicável a estados planos de tensão.
 
 Com o intuito de descrever o comportamento de materiais a
sujeitos a estados de tensão genéricos, 
do critério isotrópico de Hershey (equação
ortotrópica. A anisotropia é introduzida através da aplicação de um operador de 
transformação linear de quarta ordem, simétrico e desviador, 
tensor das tensões de desvio, ou seja, 
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, ), dos resultados obtidos experimentalmente e os resultantes 
 aço ST 1405, b)
[72] (valores em Mpa). 
(Yld89, Yld91, Yld94, Yld96, Yld2000-2d, Yld2004
 principais sejam coaxiais com os eixos de 
Yld89, é expresso por

̅|¾ − ¾|° + (2 − 
̅)|2¾|° = 2T° , 
j , ¾ = sx − ¿H2 {
 + ̅ , 
 Este critério apresenta a limitação de apenas 
 
nisotrópicos quando 
Barlat et al. [43] em 1991 propuseram uma extensão 
 (59)) a materiais anisotrópicos 
L, ao tensor das tensões ou ao 
 
 liga 
-18p, 
 modo a ter 
 
(74) 
(75) 
com simetria 
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=> = DE = ou => = DE 28 = D8, (76) 
em que DE  (ou D = DE 2) contem os coeficientes de anisotropia, e 2 é a matriz de 
transformação das tensões de Cauchy nas tensões de desvio, ou seja, = = 28. 
O estado de tensão caracterizado pelo tensor das tensões => é designado por estado 
plástico isotrópico equivalente (IPE). A sua componente hidrostática é sempre nula e 
independente da componente hidrostática do tensor das tensões de Cauchy. 
Após a transformação linear, a anisotropia é obtida a partir da substituição dos 
valores principais do tensor das tensões (ou tensões de desvio) pelos valores principais de => 
na equação do critério de plasticidade isotrópico. Tendo em consideração esta metodologia, 
o critério proposto por Barlat et al. [43] em 1991, designado de Yld91, é expresso por 
ϕ = i;E − ;Ej+ + i;E − ;Ej+ + i;E − ;Ej+ = 2T+, (77) 
em que  é uma constante do material, idêntica à constante usada por Hosford e acima 
descrita, e => obtido através de => = D8. O valor  pode ser considerado como um parâmetro 
do critério de plasticidade, cuja optimização da sua escolha pode melhorar a previsão da 
forma da superfície de plasticidade. No entanto, este é um valor isotrópico que apenas 
afecta a forma da superfície de plasticidade isotropicamente [43], conforme citado em [4]. 
Os coeficientes que caracterizam a anisotropia do material são os componentes do tensor de 
quarta ordem D (ou DE ). A simetria do material é reflectida na simetria do tensor D (ou DE ). 
Este tensor tem as seguintes propriedades, 
()+0 = )(+0 = )(0+,  ()+0 = +0() e ()++ = 0, (78) 
onde os índices anteriores assumem os valores 1, 2 e 3.  
Este tensor pode ser usado na descrição da anisotropia de materiais dependentes da 
tensão hidrostática, sendo para isso necessária a eliminação da restrição ()++ = 0. O tensor D pode ser descrito pseudo-vectorialmente segundo convenção de Voigt por 
D = 
[\
\\
\]

 + 
 −
 −
 0 0 0−
 
 + 
 −
 0 0 0−
 −
 
 + 
 0 0 00 0 0 3
­ 0 00 0 0 0 3
® 00 0 0 0 0 3
¡_^
__
_`, (79) 
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em que 
(, com f = 1, . . .6, são os 
Segundo a convenção de Voigt a restrição 
f = 1, 2, 3. Caso o material seja isotrópico, os 
do operador linear L sobre o tensor das tensões, 
=. 
 A principal vantagem desta teoria reside no facto de caso seja utilizada uma 
superfície de plasticidade isotrópica convexa no espaço de Haig
de fácil verificação para critérios isotrópicos, então o critério anisotrópico correspondente é 
automaticamente convexo. O conceito de estado plástico isotrópico equivalente está 
representado esquematicamente na
anisotrópica e isotrópica dos materiais anisotrópico e isotrópico equivalente, 
respectivamente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Superfície de plasticidade anisotrópica
(material anisotrópico
Figura 12. Representação esquemática do conceito de estado plástico isotrópico equivalente 
Para estados planos de tensão apenas 4 parâmetros descrevem a anisotropia do 
material. Por este motivo o critério 
descrição simultânea da tensão limite de elasticidade e o
Lankford, segundo a direcção de 45
  
Segundo Barlat et al. [45
redução por laminagem a frio
proximidade dos estados de corte puro (
obtidas experimentalmente e às obtidas
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coeficientes que descrevem a anisotropia do material. 
()++ = 0 é expressa por ( W 
coeficientes de L são iguais a 1, e a aplicação 8, resulta no tensor das tensões de desvio, 
-Westergaard, propriedade 
 figura 12, através das superfícies de plasticidade 
 
) 
Superfície de plasticidade isotrópica
(material isotrópico equivalente
(adaptada de [44]). 
Yld91 apresenta ainda a limitação de não 
 coeficiente de anisotropia de 
o em relação à direcção de laminagem [12
], para algumas ligas de alumínio com elevadas taxas de
 a superfície de plasticidade obtida pelo critério /  1), é significativamente diferente 
 partir do modelo TBH. Uma vez que nenhum dos 
( W (  0, com 
 
) 
permitir a 
]. 
 
Yld91, na 
às 
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critérios de plasticidade fenomenológicos até então conhecidos modelava o comportamento 
destas ligas de alumínio com um rigor aceitável, foi proposto um novo critério de 
plasticidade anisotrópico, denominado por Yld94.  
Este critério, na sua forma mais geral, é formulado por 
ϕ  ¯;E  ;E¯° W ¯;E  ;E¯° W ¯;E  ;E¯°  2T° , (80) 
sendo ;E, ;E e ;E os valores principais do tensor => obtido por =>  D8 e   é um coeficiente do 
material que apenas afecta a superfície de plasticidade isotropicamente. Os coeficientes ( 
são dados pela expressão, 
(  ( W ( W §( , (81) 
em que )( são as componentes do tensor de transformação, p, entre os eixos de anisotropia 
e as direcções principais do tensor =>, e os factores  ,   § em conjunto com os 
parâmetros 
, 
, 
 e 
¡ do tensor L são os coeficientes que descrevem a anisotropia do 
material. 
Dos 7 parâmetros de anisotropia apenas 6 são independentes, uma vez que apenas 
dois dos parâmetros  ,   § podem ser usados independentemente de forma a refinar a 
previsão dos valores de  e . Uma vez que apenas o parâmetro 
¡ permite o ajuste dos 
parâmetros ­® (tensão limite de elasticidade verificada num ensaio de tracção uniaxial 
segundo uma direcção que faz 45o com a direcção de laminagem) e ­®, este critério não 
permite a previsão destes parâmetros em simultâneo e com rigor. Para atingir esse objectivo 
são necessários mais coeficientes que ajustem em simultâneo a previsão de ­® e ­® [45]. 
 Este critério apresenta como principais vantagens o facto de apresentar uma melhor 
exactidão na determinação dos coeficientes de anisotropia de Lankford, r, e de ser mais 
flexível em relação aos critérios propostos anteriormente (através do critério Yld94 pode-se 
obter o critério Yld91) [45]. Além da desvantagem acima assinalada, este critério também 
tem o inconveniente da sua convexidade não ter sido ainda provada matematicamente [45].  
Na figura 13 é visível a maior precisão dos resultados obtidos com o critério Yld94 
em comparação com o critério Yld91, para uma liga de alumínio Al-2.5%Mg com elevada 
taxa de redução por laminagem a frio. Na tabela 3 é apresentada uma comparação entre os 
resultados experimentais, e os obtidos numericamente segundo o modelo de THB e pelos 
critérios Yld91 e Yld94, dos valores dos coeficientes de anisotropia de Lankford para a liga 
referida. 
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Figura 13. Comparação entre os valores experimentais e 
modelo THB, e pelos critérios
Tabela 3. Valores dos coeficientes de anisotropia de Lankford, 
numericamente segundo o modelo THB e pelos critérios 
alumínio Al-2.5%Mg 
 
 Baixa redução por laminagem a frio
Critério  
Experimental 0.52 
Modelo THB 0.70 
Yld91 0.85 
Yld94 0.53 
 
Segundo Barlat et al. 
perpendicular e paralela à de laminagem, a orientação da normal à superfície de plasticidade 
está directamente relacionada com o respectivo coeficiente de anisotropia 
pequenas variações da forma da superfície de plasticidade podem induzir alterações 
significativas nos valores de r
usando o critério Yld94 (tabela 3
critério Yld94, e tendo em consideração que este é incapaz de determinar em simultâneo e 
com precisão os valores de 
critérios de plasticidade anteriormente propostos, denominado por 
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as superfícies de plasticidade obtidas pelo 
 Yld91 e Yld94, para a liga de alumínio Al
r, experimentais e determinados 
Yld91 e Yld94
[12]. 
Al-2.5%Mg 
  Elevada redução por laminagem a frio   
0.80  0.26 
0.63  0.17 
0.86  0.78 
0.81  0.18 
[12] em carregamentos de tracção segundo as direcções 
 (motivo pela qual se justifica a boa previsão destes valore
)). Considerando este facto como uma desvantagem do 
­® e ­®, Barlat et al. [12] propuseram uma evolução dos 
Yld96.  
-2.5%Mg [12]. 
, para a liga de 
  
0.27 
0.26 
0.86 
0.18 
r. Deste modo 
s 
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De modo a melhorar a superfície de plasticidade obtida através do critério Yld94 para 
estados de tensão triaxiais, o critério Yld96 considera que  ,  e § são função de ¹, ¹ e ¹. A correcta definição dos ângulos ¹(, com f  1, 2, 3, deve de ter em consideração as 
seguintes equações, 
cos ¹  ÅÆ ∙ l se |¸| ≥ |¸|Æ ∙  se |¸| ≤ |¸|Ç, (82) 
cos ¹  ÅÈ ∙ l se |¸| ≥ |¸|È ∙  se |¸| ≤ |¸|Ç, (83) 
cos ¹  ÅI ∙ l se |¸| ≥ |¸|I ∙  se |¸| ≤ |¸|Ç. (84) 
Ou seja, tomando ¹ como exemplo, este é o ângulo definido entre a direcção de laminagem 
(X) e a direcção associada ao vector próprio de maior valor absoluto ; 1 ou ; 3 (com ; ≥ ; ≥ ;). Por fim, os parâmetros  são então dados por 
  cos2¹ W sin2¹, (85) 
  cos2¹ W sin2¹, (86) 
§  §cos2¹ W §sin2¹. (87) 
  O critério de plasticidade Yld96 é então formulado pelas expressões (80), (81), (85), 
(86) e (87). 
 A convexidade do critério de plasticidade Yld96 ainda não foi provada aquando da 
sua aplicação a estados de tensão multiaxiais envolvendo no mínimo duas componentes de 
tensão de corte. No entanto, para estados de tensão plana a convexidade pode ser provada 
numericamente, com uma elevada probabilidade [12]. Além de este inconveniente, o critério 
Yld96 apresenta as desvantagens das suas derivadas apresentarem formulações analíticas 
complexas, e da sua elevada complexidade para estados de tensão triaxiais provocar a 
ocorrência de problemas numéricos de difícil resolução [46].  
 Uma vez que o operador linear L não é necessariamente simétrico, o critério Yld89 
pode ser obtido a partir do critério Yld96 através do uso de um operador linear L não 
simétrico [12]. 
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 De modo a ultrapassar as desvantagens apresentadas pelo critério Yld96, Barlat et 
al. [46] propuseram o critério Yld2000-2d. Devido à simetria de L, este tensor apenas pode 
possuir 6 coeficientes de anisotropia independentes para estados de tensão triaxiais e 4 para 
estados planos de tensão, não tendo os 7 coeficientes necessários para a consideração dos 
parâmetros , ­®, , , ­®,  e  em simultâneo. Uma vez que um critério de 
plasticidade descrito em função do tensor das tensões de desvio garante a independência do 
comportamento plástico em relação às tensões hidrostáticas, a transformação linear =>  D8 
pode ser substituída por =>  DE =, em que DE  não satisfaz necessariamente a condição >( W >( W >(  0, possuindo assim 9 coeficientes independentes para estados de tensão 
triaxiais e 7 para estados planos de tensão. No entanto, para estados planos de tensão 
apenas um coeficiente possibilita o ajuste dos valores ­® e ­®.  
De modo a introduzir mais coeficientes de anisotropia, o critério Yld2000-2d usa duas 
transformações lineares associadas a dois critérios de plasticidade isotrópicos. Este conceito 
pode ser generalizado a  transformações lineares, =>+  DE +=, e  critérios de plasticidade 
isotrópicos, Φ+. O critério de plasticidade resultante é dado por 
ϕ  Ì Φ+i=>+j+  2T°. (88) 
 O critério de Yld2000-2d é dado por 
ϕ  ϕ W ϕ  2T°, (89) 
com 
ϕ  Í;E  ;EÍ° e ϕ  Í2;E W ;EÍ° W Í2;E W ;EÍ°, (90) 
em que ;E+ e ;E+ são os valores principais do tensor =>+ no plano. O critério Yld2000-2d 
traduz o comportamento de materiais isotrópicos quando DE  e DE  representam o tensor 
identidade. Uma vez que ϕ depende de ;E  ;E apenas 3 dos coeficientes de DE  são 
independentes [46]. 
 Com o objectivo de facilitar a determinação dos coeficientes de anisotropia, DE  e DE  podem ser obtidos por 
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[\
\\\
\]¡¡_^
___
_` 
[\\
\] 2/3 0 01/3 0 00 1/3 00 2/3 00 0 1_^
__`  ÎÏÐ e 
[\
\\\
\]¡¡_^
___
_`  19 [\\
\]2 2 8 2 01 4 4 4 04 4 4 1 02 8 2 2 00 0 0 0 9_^_
_`
[\\
\]­®¡Ñ_^_
_`, (91) 
em que todos os coeficientes de anisotropia, (, com f  1 … 8,  se reduzem a 1 no caso de 
isotropia. Apenas são necessários 7 coeficientes para ajustar simultaneamente os 7 
parâmetros acima referidos, sendo que existem diversas possibilidades para a utilização do 
8º coeficiente. Barlat et al. [46] indicam como soluções para este último parâmetro o uso da 
restrição    ou o uso de outro valor experimental. Este valor experimental poderá 
ser o rácio   KÓ KÓ⁄ , o qual caracteriza a normal à superfície de plasticidade para um 
estado de tensão biaxial. A figura 14 apresenta a variação dos valores dos coeficientes de 
anisotropia de Lankford em relação à direcção de laminagem, para a liga de alumínio 
AA2090-T3, relativamente aos valores experimentais, aos valores obtidos pelo critério 
Yld96 e aos obtidos pelo critério Yld2000-2d, este último considerando a restrição    e usando o valor  de  determinado quer experimentalmente quer através do uso 
do critério Yld96.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 14. Anisotropia dos valores de , determinada experimentalmente e prevista pelos critério de 
Yld96 e Yld2000-2d (considerando   ,  experimental ou  obtido pelo critério 
Yld96), para a liga de alumínio AA2090-T3 [46]. 
 O critério Yld2000-2d relativamente ao critério Yld96 é matematicamente mais 
simples, facilitando a sua implementação em conjunto com o MEF, apresentando pelo 
menos o mesmo rigor. Além de ter a sua convexidade provada, ainda apresenta a vantagem 
de possibilitar a descrição em simultâneo dos valores de ­® e ­®. No entanto, como é 
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visível na figura 14, este critério não prevê correctamente os coeficientes de anisotropia  
para ângulos de solicitação diferentes de 0o, 45o e 90o em relação à direcção de laminagem, 
verificando-se a necessidade de critérios que apresentem mais coeficientes de anisotropia. 
Este critério apresenta ainda a desvantagem de apenas ser aplicável a estados planos de 
tensão. 
 
 Barlat et al. [7] propuseram um critério de plasticidade, convexo, designado por 
Yld2004-18p, aplicável a estados de tensão triaxiais que contém 18 coeficientes de 
anisotropia. Este critério é expresso por 
ϕ  Ì Í;E(  ;E)Í°,Ô,Õ  4T° , (92) 
os índices f e g assumem os valores 1, 2 e 3, sendo => e => definidos pelas transformações 
lineares =>+  DE +=, em que DE + é dado na forma, 
DE + 
[\\
\\\
\\]
0 >+ >+ 0 0 0>+ 0 >+ 0 0 0>+ >+ 0 0 0 00 0 0 >­­+ 0 00 0 0 0 >®®+ 00 0 0 0 0 >¡¡+_^
___
___`. (93) 
 As duas transformações lineares permitem assim a descrição da anisotropia do 
material através de 18 coeficientes. Para estados planos de tensão este critério possui 14 
coeficientes. Quando estes coeficientes são todos iguais a 1, o critério Yld2004-18p reduz-se 
ao critério isotrópico de Hershey (equação (59)). O critério Yld2004-18p é uma 
generalização do critério Yld91, reduzindo-se a este quando DE   DE , e impondo que 
apenas 6 dos coeficientes sejam independentes, tais como >+, >+, >+, >­­+, >®®+  e >¡¡+.    
 Em aplicações de conformação plástica de chapa, os dados experimentais usados na 
determinação dos coeficientes de anisotropia consistem nas tensões limite de elasticidade e 
nos valores dos coeficientes de anisotropia  segundo 7 direcções distintas no plano da 
chapa; na tensão limite de elasticidade obtida no ensaio de tracção biaxial e ainda no valor 
de  obtido pelo teste de compressão de um disco. Além destes, são necessários mais 4 
parâmetros experimentais não referentes ao plano XY.  
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Uma vez que os ensaios que providenciam propriedades nos planos XZ e YZ são, na 
sua generalidade, de elevada complexidade, simulações usando modelos policristalinos 
podem ser realizadas de modo a fornecer os valores de tensão limite de elasticidade para 
estados de corte puro nos planos XZ e YZ, e a tensão limite de elasticidade em tracção 
uniaxial segundo a direcção que faz 45o entre X e Z, e entre Y e Z. Quando a textura 
cristalográfica é desconhecida, Barlat et al. [7] recomendam para o uso das propriedades 
fora do plano XY os respectivos valores isotrópicos.  
 O critério de plasticidade Yld2004-18p apresenta as vantagens de ser aplicável a 
estados de tensão triaxiais e de apresentar resultados mais exactos, em especial na sua 
aplicação a ligas de alumínio, comparativamente aos restantes critérios de plasticidade 
anisotrópicos até então propostos, devido ao seu elevado número de coeficientes de 
anisotropia. O uso deste critério na simulação de um embutido cilíndrico permite a previsão 
de 6 ou 8 orelhas (“earing”) presentes na conformação de alguns materiais, ao contrário dos 
critérios de plasticidade até então propostos [73]. No entanto, como consequência do seu 
elevado número de coeficientes, este necessita de um elevado número de parâmetros 
experimentais, que por sua vez resultam numa complexa determinação dos coeficientes de 
anisotropia [7]. A figura 15 apresenta a comparação entre resultados experimentais e os 
obtidos através da aplicação deste critério, da tensão limite de elasticidade e do coeficiente , para a liga de alumínio AA2090-T3. A comparação entre as figuras 14 e 15 permite 
concluir que o critério Yld2004-18p permite uma melhor descrição da anisotropia desta liga 
de alumínio relativamente aos critérios Yld96 e Yld2000-2d.  
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
Figura 15. Comparação entre os valores experimentais da tensão limite de elasticidade e do 
coeficiente , e os valores obtidos através do critério Yld2004-18p, para a liga de alumínio 
AA2090-T3 [7].  
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De notar que todos os dados experimentais presentes nessa figura foram usados na 
determinação dos coeficientes de anisotropia do critério, não se tratando propriamente de 
uma previsão em relação aos resultados experimentais. 
 
Com o objectivo de simplificar a determinação dos coeficientes de anisotropia, sem 
perda de generalidade e exactidão dos resultados obtidos, Barlat et al. [7] propuseram o 
critério Yld2004-13p, expresso por, 
 ϕ  Í;E  ;EÍ° W Í;E  ;EÍ° W Í;E  ;EÍ° 
(94) 
 
 ÖÍ;EÍ° W Í;EÍ° W Í;EÍ°× W Í;EÍ° W Í;EÍ° W Í;EÍ°  2T°, 
sendo => e => definidos pelas transformações lineares =>+  DE +=, em que DE  e DE  são 
definidos por 
DE  
[\\
\\\
\] 0 1 > 0 0 0> 0 > 0 0 01 1 0 0 0 00 0 0 >­­ 0 00 0 0 0 >®® 00 0 0 0 0 >¡¡_^
___
__`  e  DE  
[\
\\\
\\
] 0 > > 0 0 0> 0 > 0 0 01 1 0 0 0 00 0 0 >­­ 0 00 0 0 0 >®® 00 0 0 0 0 >¡¡_^
___
__`. (95) 
 Este critério de plasticidade apresenta 13 coeficientes de anisotropia, necessitando 
assim de menos parâmetros experimentais comparativamente ao critério Yld2004-18p. Para 
estados de tensão plana o número de coeficientes é reduzido a 9. O menor número de 
coeficientes do critério Yld2004-13p não permite a mesma exactidão relativamente ao 
critério Yld2004-18p, no entanto este é de mais fácil implementação, e permite uma mais 
fácil determinação dos coeficientes de anisotropia. 
Karafillis e Boyce (1993) 
Karafillis e Boyce [44] propuseram em 1993 uma extensão do seu critério de plasticidade 
isotrópico genérico, definido pela equação (61), a materiais com comportamento 
anisotrópico. A anisotropia foi introduzida no critério usando a metodologia utilizada por 
Barlat et al. [43], ou seja, através da aplicação de uma transformação linear sobre o tensor 
das tensões, e uso do tensor =>, estado plástico isotrópico equivalente, na expressão do 
critério isotrópico. 
 Deste modo, o critério anisotrópico de Karafillis e Boyce pode ser expresso por, 
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ϕ  
em que as equações ϕ e ϕ
ϕ  |;E
ϕ 
sendo o tensor => obtido através da transformação linear 
definido pela equação (79)
mesmo tensor na transformação linear, estes possue
anisotropia (ou seja, 6). No ent
isotrópico adicional, 
, permitindo
critério Yld91, quando 
 
 Para efeitos de comparação, a
plasticidade obtida experimental
e de Karafillis e Boyce para a liga H
através dos critérios Yld91
Taylor-Bishop-Hill, para a liga de alumínio 2008
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         a)                                
Figura 16. Comparação entre os valores experimentais de: 
obtidas através de Hill
obtidos através de Yld91
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1  
ϕi=>j W 
ϕi=>j  2T°, 
 são dadas por 
 ;E|° W |;E  ;E|° W |;E  ;E|°, 
ØØÙÚY ¯;E¯° W ¯;E¯° W ¯;E¯° , 
=>  D8, em que o tensor 
. Uma vez que os critérios Yld91 e Karafillis
m o mesmo número
anto, o critério de Karafillis e Boyce possui um coeficiente 
-o ser mais genérico, obtendo-se como caso particular0.  
 figura 16 apresenta: a) resultados para
mente e aquelas obtidas através dos critérios 
-19, e b) os valores experimentais de 
 e Karafillis e Boyce, bem como pelo modelo policristalino de 
-T4.  
                                          b)
a) superfície de plasticidade em relação às 
 (1948) e Karafillis e Boyce, para a liga H-19, e 
, Karafillis e Boyce e pelo modelo TBH, para a liga 2008
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   A convexidade da superfície definida pelo critério de Karafillis e Boyce é garantida, 
uma vez que este critério consiste na soma de dois critérios isotrópicos convexos afectados 
por uma transformação linear. 
Cazacu e Barlat (2001) 
Partindo do princípio de que qualquer critério isotrópico pode ser estendido de modo a 
descrever a anisotropia dos materiais através do uso de invariantes generalizados, Cazacu e 
Barlat [52] propuseram duas extensões ao critério isotrópico de Drucker (1949), descrito em 
3.2. 
 No primeiro critério proposto por Cazacu e Barlat, a anisotropia é introduzida 
através de uma transformação linear, =>  DE =, proposta inicialmente por Barlat et al. [43] e 
Karafillis e Boyce [44], como anteriormente indicado. Após a transformação linear são 
calculados o segundo, <Û̃, e terceiro, <Û̃, invariantes do tensor resultante, referente ao estado 
plástico isotrópico equivalente, e aplicados directamente na expressão do critério isotrópico 
de Drucker (1949),  
ϕ  i<Û̃j  
i<Û̃j  . (99) 
A convexidade é garantida sempre que se verifique a condição 
 ∈  27 8⁄ , 9 4⁄ . O tensor DE  
deve respeitar as restrições impostas pela equação (78). Para estados de tensão triaxiais este 
critério envolve 7 coeficientes de anisotropia, nomeadamente o coeficiente 
 e os 6 
coeficientes do tensor DE  definido pela equação (79) [4]. 
 O segundo critério proposto por Cazacu e Barlat tem como objectivo a 
generalização do critério isotrópico de Drucker (1949) à anisotropia permitindo um maior 
rigor nos resultados obtidos. Neste critério os segundo e terceiro invariantes do tensor das 
tensões são descritos por polinómios de 2º e 3º graus, respectivamente, independentes das 
tensões hidrostáticas e invariantes em relação a qualquer transformação envolvendo os 
planos de ortotropia. Os coeficientes destes polinómios são os coeficientes de anisotropia do 
material. Estes invariantes generalizados são expressos por 
<   6 i  j W  6 i  §§j W  6   §§ W  ­ W  ®§W  ¡§ , (100) 
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<  127 Ý W Ý W 127 Ý W Ý­ W 127 2Ý W Ý­  Ý  Ý§§  
(101) 
  19 iÝ W Ý§§j  19 Ý§§ W Ý­  
 19 Ý  Ý W Ý­ W Ý  Ý W Ý­§§  
W 29 Ý W Ý­§§  §3 2Ý  ÝÑ§§  2Ý  ÝÑ 
 3 2Ý§§  Ý®  2Ý  Ý® 
 §3 Ý¡ W ÝÏ  Ý¡  ÝÏ§§ W 2Ý§§. 
Estes invariantes são então introduzidos no critério isotrópico de Drucker (1949), 
ϕ  <  
<  . (102) 
 O critério de plasticidade de Cazacu e Barlat (2001) possui 18 coeficientes de 
anisotropia para estados de tensão triaxiais ( (, f  1, … 6 e Ý), g  1, … 11 e 
), reduzindo-se 
a 10 para estados planos de tensão [4]. Os coeficientes  ( e Ý) possuem o valor unitário para 
materiais isotrópicos. A determinação destes coeficientes pode ser realizada a partir dos 
resultados experimentais referentes à tensão limite de elasticidade em tracção uniaxial e aos 
coeficientes de anisotropia , segundo 5 direcções no plano distintas, e à tensão limite de 
elasticidade em tracção biaxial [74]. 
  O critério de Cazacu e Barlat (2001) apresenta diversas vantagens em relação aos 
restantes critérios de plasticidade anisotrópicos, tais como o seu elevado número de 
coeficientes de anisotropia associados à simplicidade matemática da sua formulação. A sua 
formulação de reduzida complexidade matemática permite a sua fácil implementação em 
programas de simulação pelo MEF, enquanto que o seu elevado número de coeficientes 
anisotrópicos garante a sua generalidade e flexibilidade na descrição do comportamento 
anisotrópico de diversos materiais metálicos.   
 
 58 3. Critérios de plasticidade
 
 
Dissertação de Mestrado Tiago Jordão Grilo
 
3.4. Critérios de plasticidade anisotrópicos para materiais de 
estrutura hexagonal compacta 
Os critérios de plasticidade acima referidos consideram que o início da deformação plástica 
ocorre para os mesmos níveis de tensão equivalente tanto para a tracção como para a 
compressão. Este pressuposto, válido para materiais de estrutura cúbica (CCC e CFC), deve-
se à consideração de que a deformação plástica ocorre apenas por deslocação dos planos de 
escorregamento. No entanto, em materiais com estrutura hexagonal compacta (HC) a 
deformação plástica ocorre através de deslocação dos planos de escorregamento e por 
maclagem. A maclagem, à semelhança da deformação através do modo “martensitic shear”, 
é um mecanismo de corte direccional, ou seja, tensões de corte segundo uma direcção 
podem provocar maclagem ao contrário de tensões de corte na direcção contrária. Este 
fenómeno resulta em tensões limite de elasticidade diferentes quando o material está sujeito 
a tracção ou compressão (fenómeno denominado de “strength differential”), implicando 
que as superfícies de plasticidade sejam não simétricas em relação à condição de tensão 
nula. Por exemplo, em placas de ligas de magnésio a maclagem não é activada por tracção 
segundo qualquer direcção no plano, sendo no entanto facilmente activada por compressão 
[38]. Devido à direccionalidade da maclagem, materiais de estrutura HC apresentam, a 
baixos níveis de deformação, uma “strength differential” muito pronunciada, tendo 
geralmente uma resistência à compressão muito inferior à resistência à tracção [69], 
conforme citado em [54]. Para elevados níveis de deformação, a deformação por maclagem 
diminui, reduzindo-se o efeito da “strength differential”. 
 Os critérios de plasticidade acima enunciados não permitem a descrição do efeito de 
“strength differential”, pelo que não descrevem correctamente o comportamento de 
materiais de estrutura HC. Esses critérios são assim aplicáveis a materiais de estrutura 
cúbica (CFC ou CCC), tais como o aço e o alumínio, e suas ligas, cuja deformação plástica 
ocorre apenas através da deslocação dos planos de escorregamento. 
 Exemplos de materiais de estrutura HC são o magnésio e o titânio, e suas ligas. Nas 
últimas duas décadas tem sido dada muita atenção a estas ligas devido às suas propriedades. 
Por exemplo, o titânio e suas ligas apresentam elevada resistência à corrosão, peso 
específico moderado (40% mais leve do que o aço), elevada resistência, e 
biocompatibilidade, permitindo o seu uso em aplicações de elevada performance, tais como 
a indústria aeronáutica, biomédica, desportiva e militar. Estes materiais apresentam também 
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uma elevada resistência à diminuição de espessura (“thinning”) (por exemplo, chapas de 
liga de magnésio apresentam valores de coeficiente de anisotropia  entre 2 e 4.5, enquanto 
que para chapas de ligas de titânio este valor pode ser superior a 9, valores muito elevados 
comparativamente a ligas de alumínio, geralmente inferiores a 1). No entanto, o uso destes 
materiais ainda é limitado devido aos problemas associados com a sua baixa formabilidade, 
e consequentemente elevados custos de produção. A textura cristalográfica destes materiais 
implica, além do efeito de “strength differential” uma elevada anisotropia, apresentando 
assim um comportamento plástico muito complexo. 
Em contraste com materiais de estrutura cúbica, a modelação de materiais de 
estrutura hexagonal compacta está menos desenvolvida. Devido à falta de critérios de 
plasticidade adequados a materiais de estrutura HC, a simulação de processos de 
conformação plástica de chapas destes materiais através do MEF tem sido realizada através 
do uso de critérios de plasticidade anisotrópicos clássicos, tais como o critério de Hill 
(1948) [57]. O crescente interesse na aplicação destes materiais, e o comportamento plástico 
distinto em relação aos materiais de estrutura cúbica, incentivou o interesse do 
desenvolvimento de critérios de plasticidade anisotrópicos que descrevam o comportamento 
plástico de materiais com estrutura hexagonal compacta. De seguida são apresentados 
alguns dos critérios de plasticidade desenvolvidos mais relevantes, aplicáveis a materiais 
com estrutura HC.    
Cazacu e Barlat (2004) 
Cazacu e Barlat propuseram um critério de plasticidade isotrópico que permite a descrição 
do efeito de “strength differential” [54], este é expresso por 
ϕ  < ⁄  
<  UT, (103) 
em que 
 é um parâmetro do material que reflecte a diferença entre a tensão limite de 
elasticidade em tracção e compressão. O parâmetro 
 é dado por 

  3√3  2 W  , (104) 
em que  e  são as tensões limite de elasticidade em tracção e compressão uniaxial, 
respectivamente. De modo a garantir a convexidade do critério de plasticidade, este 
parâmetro está limitado por 
 ∈ ß √ , √ à. De notar que quando se verifica  >  > 0 o 
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parâmetro 
 é positivo, para 0 <  <  o parâmetro 
 é negativo, tomando o valor nulo 
para materiais sem “strength differential” (reduzindo-se ao critério de von Mises).   
 A figura 17 representa as superfícies de plasticidade, no espaço ,  
adimensionalizado, resultantes da aplicação deste critério considerando  ⁄  3 4⁄ , 1, 5 4⁄ , 
correspondendo a 
  1.056, 0 (von Mises) , 0.839 respectivamente. Nesta figura é visível 
que para valores de 
 diferentes de 0, a superfície de plasticidade representa um “triângulo” 
de cantos arredondados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 17. Superfícies de plasticidade segundo o critério isotrópico de Cazazu e Barlat (2004), 
considerando  ⁄  3 4⁄ , 1, 5 4⁄  (adaptado de [54]). 
 Cazacu e Barlat estenderam o critério de plasticidade isotrópico definido pela 
equação (103) de modo a este descrever a anisotropia do material [54]. A anisotropia foi 
incluída através da substituição dos invariantes do tensor desviador, < e <, por invariantes 
generalizados, < e < (metodologia usada pelos mesmos investigadores em 2001 [52]). Este 
critério de plasticidade permite a descrição da anisotropia do material e a dependência da 
tensão de limite de elasticidade em relação ao sinal da tensão (“strength differential”), e é 
expresso por 
ϕ  < ⁄  
<  UT, (105) 
em que os invariantes < e < são expressos pelas equações (100) e (101), respectivamente.  
 Para estados de tensão triaxiais este critério possui 18 parâmetros (17 que descrevem 
a anisotropia e o parâmetro 
 que descreve o efeito de “strength differential”), sendo este 
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valor reduzido a 10 para estados planos de tensão. Comparações entre resultados previstos 
por este critério de plasticidade e resultados obtidos experimentalmente permitiram concluir 
que este critério modela com precisão a anisotropia e o efeito de “strength differential” de 
chapas de magnésio e suas ligas [54] e de ligas de titânio [63]. 
 A figura 18 apresenta a comparação entre os resultados experimentais e os previstos 
pelo critério de Cazacu e Barlat (2004), para uma liga Mg-0.5%Th a deformações de 1, 5 e 
10%. Como se pode verificar nesta figura, o efeito de “strength differential” é acentuado a 
baixas deformações para esta liga (os valores das tensões limite de elasticidade à compressão 
correspondem a 60-65% dos valores das tensões limite de elasticidade à tracção [54]). Para 
deformações mais elevadas o efeito de resistência direccional é reduzido, devido à 
diminuição da ocorrência de deformação por maclagem. Verifica-se que este critério 
descreve com precisão a anisotropia e o efeito de “strength differential” desta liga. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 18. Comparação entre a superfície de plasticidade prevista pelo critério de Cazacu e Barlat 
(2004) e os valores experimentais, para uma liga Mg-0.5%Th, a deformações de 1, 5, 
10% [54]. 
Cazacu (2006) 
Cazacu et al. [57] propuseram um critério de plasticidade isotrópico para materiais de 
estrutura HC, mais versátil em relação ao critério isotrópico de Cazacu e Barlat (2004). Este 
critério permite a descrição do efeito de “strength differential”, e é expresso por 
ϕ  |;|  ;° W |;|  ;° W |;|  ;°, (106) 
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onde  é um parâmetro do material que descreve o efeito de “strength differential”,   um 
parâmetro isotrópico, inteiro e positivo, que permite a maior flexibilidade deste critério. O 
parâmetro  é dado por 
  1  ℎ1 W ℎ , (107) 
com 
ℎ  á2°  2  °2  °  2 â
° . (108) 
A convexidade deste critério de plasticidade é garantida para  ≥ 1 e 1 ≤  ≤ 1, exigindo 
que 
2°5° ≤  ≤ 2°5° . (109) 
De notar que para   2 e   0 este critério reduz-se ao critério de von Mises (equação 
(57)). 
De modo a descrever em simultâneo a anisotropia e o efeito de “strength differential” 
presente nos materiais de estrutura HC, o critério descrito pela equação (106) foi estendido 
à anisotropia através da aplicação de uma transformação linear sobre o tensor desviador, =>  DE =. O critério de plasticidade anisotrópico proposto por Cazacu et al., denominado de 
CPB06, é expresso por 
ϕ  i¯;E¯  ;Ej° W i¯;E¯  ;Ej° W i¯;E¯  ;Ej°. (110) 
O tensor transformador possui 9 coeficientes independentes e é dado, segundo a convenção 
de Voight, por 
DE 
[\\
\\\
]> > > 0 0 0> > > 0 0 0> > > 0 0 00 0 0 >­­ 0 00 0 0 0 >®® 00 0 0 0 0 >¡¡_^
___
_`, (111) 
este tensor reduz-se ao tensor identidade para materiais isotrópicos. 
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 Este critério anisotrópico possui assim, além do parâmetro  que descreve o efeito de 
“strength differential”, 9 coeficientes de anisotropia para estados de tensão triaxiais e 7 
para estados planos de tensão. O critério de plasticidade CPB06 permite a previsão das 
superfícies de plasticidade de ligas de magnésio [57], de titânio [57, 75] e de zircônio [76, 
77], com precisão. 
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Capítulo 4   
LEIS DE ENCRUAMENTO 
4.1. Introdução 
Como foi referido no Capítulo 2 após o estado de tensão de um ponto material atingir a 
superfície limite de elasticidade esta pode manter-se inalterada ou evoluir, expandindo-se 
e/ou transladando ou distorcendo, ao longo do processo de conformação com o decorrer da 
deformação plástica. Na subsecção 2.2.2 as leis de encruamento foram abordadas de um 
modo genérico, sendo neste capítulo tratadas em maior detalhe e indicadas as expressões 
matemáticas que as descrevem. 
Segundo a teoria da plasticidade, as alterações induzidas na textura e na 
microestrutura do material provocadas pela deformação plástica determinam a evolução da 
superfície de plasticidade, tornando esta evolução dependente da história de carregamento. 
De modo a simplificar a implementação em MEF, as simulações de processos de 
conformação plástica de chapa são geralmente realizadas considerando que a superfície de 
plasticidade apenas se expande isotropicamente (encruamento isotrópico) e, eventualmente, 
se desloca (encruamento cinemático). Segundo Baudoin et al. [78], conforme citado em  [4], 
o comportamento plástico de materiais monofásicos quando sujeitos a trajectórias de 
deformação relativamente suaves pode ser descrito através da expansão isotrópica da 
superfície de plasticidade. Considerando que a superfície de plasticidade não sofre 
unicamente encruamento isotrópico, Barlat et al. [12] indica o uso de leis de encruamento 
anisotrópico e/ou a utilização de coeficientes de anisotropia dos critérios de plasticidade 
cujos valores sejam dependentes da história de deformação como solução para a obtenção 
de resultados mais precisos. 
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As leis de encruamento são associadas aos critérios de plasticidade através do 
potencial plástico descrito pela expressão (13), dependente de variáveis internas do material. 
Como referido anteriormente, as variáveis internas mais usadas são a deformação plástica 
efectiva ou equivalente (equação (9)) e o trabalho plástico total (equação (10)).   
Através da análise de solicitações e alterações de trajectória cada vez mais complexas, 
constatou-se que as leis de encruamento isotrópicas e cinemáticas apresentam inúmeras 
limitações, sendo apontadas como alternativas o uso de variáveis internas que melhor 
descrevam a evolução do comportamento microestrutural do material, ou a utilização de 
critérios de plasticidade multi-superfície [4]. Estes critérios permitem a modelação de efeitos 
de elevada complexidade, tais como o amaciamento transiente do material. 
Mroz [79], conforme citado em [80], propôs um modelo multi-superfície baseado em 
várias superfícies que definem regiões cujos módulos elastoplásticos são constantes, 
transformando a relação tensão-deformação não-linear do ensaio de tracção uniaxial em 
segmentos lineares. Para materiais inicialmente isotrópicos todas as superfícies são 
concêntricas, sendo a região delimitada pela superfície interna a região elástica. Assim que 
um ponto material inicialmente em regime elástico atinge a superfície de plasticidade interna 
esta começa a deslocar-se, sofrendo encruamento cinemático linear, e eventualmente 
sofrendo expansão, sendo a relação tensão-deformação caracterizada por um módulo 
elastoplástico constante. Quando a superfície de plasticidade interna atinge a superfície de 
plasticidade consequente esta passa a deslocar-se em conjunto com a anterior, sendo o 
ponto de contacto entre estas definido pelo estado de tensão do ponto material. A superfície 
de plasticidade exterior apenas sofre expansão, servindo de memória da tensão equivalente 
máxima atingida ao longo da conformação plástica. Aquando da aplicação do modelo de 
Mroz a carregamentos cíclicos, este permite a descrição do efeito de Bauschinger e do 
encruamento cíclico do material. Todavia, este modelo não permite a descrição do efeito de 
relaxação da tensão média aquando de ciclos de deformação não-simétria, e de modo a 
produzir uma curva não-linear suave requer o uso de um número muito elevado de 
superfícies de plasticidade [80]. 
Motivados pela necessidade de descrever correctamente as curvas experimentais do 
ensaio de tracção uniaxial cíclico, Dafalias e Popov [81], conforme citado em [80], 
propuseram um modelo com duas superfícies usando o conceito de variáveis plásticas 
internas. O uso deste conceito permite, com apenas duas superfícies, a descrição da contínua 
variação da taxa de encruamento entre superfícies. As duas superfícies definidas por este 
modelo podem sofrer expansão e translação, sendo estas denominadas de superfície de 
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cedência (superfície interna) e de fronteira (superfície externa). À semelhança da superfície 
externa do modelo de Mroz, a superfície de fronteira funciona como memória da tensão 
equivalente máxima atingida ao longo do processo de conformação. A variável plástica 
interna usada por este modelo consiste na distância, d, entre o estado se tensão actual, sobre 
a superfície de cedência, e um estado de tensão fictício, sobre a superfície de fronteira, tal 
como indicado na figura 19. Habitualmente, a definição do estado de tensão fictício é 
realizada considerando idênticos os vectores normais às superfícies de fronteira e cedência 
para os estados de tensão fictício e actual, respectivamente [80]. Este modelo considera a 
taxa de encruamento dependente da distância d, decrescendo à medida que as superfícies se 
aproximam. Assim que a distância d se anula, a taxa de encruamento iguala a taxa de 
encruamento da curva tensão-deformação de carregamento uniaxial. Vários autores 
realizaram trabalhos considerando o uso de apenas duas superfícies, tendo sido apresentado 
por Huétink et al. [82] um caso particular do modelo de Dafalias e Popov, considerando 
que a superfície de cedência apenas sofre encruamento cinemático e que a superfície de 
fronteira apenas sofre encruamento isotrópico.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 19. Representação esquemática de um modelo de duas superfícies (adaptada de [82]). 
De seguida são apresentadas as formulações matemáticas que regem as leis de 
encruamento isotrópico e cinemático. 
4.2. Leis de encruamento isotrópico 
Como foi referido na subsecção 2.2.2, o encruamento isotrópico traduz-se numa expansão 
uniforme da superfície de plasticidade mantendo-se inalterada a posição do seu centro, 
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sendo associado a um critério de plasticidade através do potencial plástico expresso pela 
equação (6). As leis de encruamento isotrópico regem a evolução da dimensão da superfície 
de plasticidade caracterizada pela tensão equivalente T, em função da evolução das 
variáveis internas do material. Entre as diferentes leis de encruamento isotrópico propostas 
por vários autores destacam-se as seguintes [4], 
 Ludwick (1909), T  Tk W ©K̅ , (112) 
 
Prager (1938), T  Tk tanh xRK̅Tk{, (113) 
 Ramberg e Osgood (1943), K̅  TR W © TR  , (114) 
 Hollomon (1944), T  ©K̅, (115) 
 Swift (1947), T  ´K W K̅A, (116) 
 Voce (1948), T  Tk W iTæØç  Tkj1  exp ´TK̅A, (117) 
 Fernandes et al. (1998) [83], T  ´éiK W KA̅Ûj W ℎK̅A, (118) 
sendo T, Tk e  TæØç, respectivamente, a tensão de escoamento, que descreve a evolução da 
tensão limite de elasticidade, e as tensões limite de elasticidade inicial e de saturação em 
tracção uniaxial. K ̅e  K̅A são a deformação logarítmica equivalente e a deformação plástica 
equivalente, respectivamente. Por fim, os restantes parâmetros, R, ©, , ´, K, ´T, é, KA̅Û e ℎ 
são constantes do material a determinar experimentalmente. 
A lei de Swift descreve com maior precisão o comportamento de materiais que exibam 
um encruamento isotrópico sem saturação, sendo a lei de Voce a mais apropriada para 
materiais cujo encruamento isotrópico exiba saturação. Na descrição do comportamento 
mecânico de aços e de ligas de alumínios as leis de encruamento isotrópico mais usadas são 
a lei de Swift e de Voce, respectivamente, devido ao facto dos aços, em geral, não 
apresentarem saturação da tensão de escoamento, ao contrário do que ocorre com as ligas 
de alumínio [4]. 
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4.3. Leis de encruamento cinemático 
Como foi referido na subsecção 2.2.2, o encruamento cinemático considera que ao longo do 
processo de carregamento plástico a superfície de plasticidade sofre translação, mantendo-se 
inalterada a forma e a dimensão desta. As leis de encruamento cinemático descrevem a 
evolução da posição do centro da superfície através da definição do tensor das tensões 
inversas, I. A associação da lei de encruamento cinemático ao critério de plasticidade é 
realizada através do potencial plástico definido pela expressão (12). 
Em 1955, Prager [84] propôs uma lei de encruamento cinemático expressa por 
dI  
d?A (119) 
em que 
 é uma constante do material a determinar experimentalmente. Segundo esta lei a 
superfície de plasticidade translada na direcção normal a esta, ou seja, na direcção dos 
incrementos de deformação plástica. A lei de Prager prevê um amaciamento com mudanças 
de trajectória ortogonais, e segundo Ziegler esta lei não oferece resultados consistentes para 
estados planos e triaxiais de tensão [80]. De modo a ultrapassar estas limitações, Ziegler 
[85] propôs, em 1959, uma modificação à lei de Prager, dada por 
dI  8  Idê (120) 
em que dê é um escalar de proporcionalidade determinado através da condição de 
consistência. Segundo esta lei, a superfície de plasticidade, ao invés de se mover na direcção 
normal a esta, move-se na direcção radial definida pelo tensor 8  I. 
 O uso de uma lei de encruamento cinemático linear apenas é aceitável para 
processos de deformação quase monótonos, não se revelando adequado aquando de 
deformações cíclicas ou alterações bruscas de trajectórias de deformação. Por este motivo 
Lemaître e Chaboche [86] propuseram, em 1985, uma lei de encruamento cinemático não-
linear com saturação, descrita por  
dI  ´ë ßëæØç¶ =  I  Ià dK̅A, com  I0  ì (121) 
em que ´ë e íÛ° são parâmetros do material a determinar experimentalmente. Esta lei 
revela a tendência para a coaxialidade entre os tensores =  I e I. Esta é a lei de 
encruamento cinemático mais utilizada [4]. 
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Capítulo 5   
IMPLEMENTAÇÃO DOS MODELOS EM SUBROTINAS 
DE UTILIZADOR 
5.1. Introdução 
O desenvolvimento de subrotinas de utilizador que permitam a implementação de modelos 
constitutivos em softwares de simulação numérica comerciais, com destaque na descrição da 
anisotropia dos materiais, é, como foi indicado anteriormente, o principal objectivo deste 
trabalho. O software Abaqus/Standard foi o escolhido para ser usado neste trabalho, sendo 
as subrotinas de utilizador UMAT usadas na descrição dos modelos constitutivos. A UMAT 
é chamada em cada ponto de integração de cada elemento, iteração a iteração, em todos os 
incrementos de carga. Estas subrotinas possuem como principais variáveis de entrada o 
estado de tensão a que o ponto de integração está sujeito no início do incremento, e o 
incremento de deformação total, sendo o estado de tensão no final do incremento e o 
módulo elastoplástico as variáveis de saída. O utilizador tem assim a possibilidade de definir 
o comportamento mecânico do ponto material ao longo do incremento, utilizando o modelo 
constitutivo pretendido. 
Nesta secção serão indicadas e descritas as UMAT’s implementadas, e apresentadas as 
simulações numéricas efectuadas com o objectivo de verificar a implementação dos 
algoritmos de retorno e dos modelos constitutivos utilizados.   
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5.2. UMAT’s desenvolvidas 
Foram realizadas UMAT’s que permitem a descrição do comportamento plástico do 
material através de diferentes critérios de plasticidade e leis encruamento isotrópico.  
Após uma análise detalhada dos principais critérios de plasticidade propostos até à 
presente data, e descritos no Capítulo 3, foram escolhidos os critérios de von Mises, Yld91 e 
Yld2004-18p. O critério isotópico de von Mises foi escolhido pela sua simplicidade e 
generalidade, sendo este o critério isotrópico mais usado pela comunidade científica. A 
escolha dos critérios anisotrópicos Yld91 e Yld2004-18p teve em consideração a sua 
aplicabilidade a estados triaxiais de tensão e à precisão dos resultados que estes apresentam, 
em especial na sua aplicação a alumínios, comparativamente a outros critérios. 
Cada UMAT implementada permite o uso de três leis de encruamento, nomeadamente 
a lei de encruamento linear (T  Tk W ©K̅A) pela sua simplicidade, e as leis de Swift e Voce 
pela sua adequabilidade ao comportamento plástico dos aços e de ligas de alumínio, 
respectivamente. 
Em todas as UMAT’s desenvolvidas foi aplicada a lei de plasticidade associada 
descrita pela equação (15), e o comportamento elástico foi considerado isotrópico conforme 
a lei de Hooke (equação (2)). 
Para cada critério de plasticidade foram realizadas duas UMAT’s utilizando 
algoritmos de integração distintos. Os dois algoritmos de integração usados foram baseados 
nos algoritmos de integração apresentados em [16]. Devido aos modos de integração por 
estes usados, os algoritmos de integração utilizados podem ser denominados de semi-
explícito e semi-implícito.   
Algoritmo de integração semi-explícito 
O algoritmo de integração semi-explícito tem como base o algoritmo genérico apresentado 
em [16] referente ao método “explicit forward-Euler”. Devido ao facto desta abordagem 
não assegurar a consistência incremental foi usada a técnica de sub-incrementação. O uso 
desta técnica tem como finalidade a diminuição da diferença entre o estado de tensão após a 
correcção plástica (que não se situa sobre a superfície de plasticidade) e o estado de tensão 
sobre a superfície de plasticidade correspondente. A correcção desta diferença foi realizada 
através de “proportioning”, conforme indicado em [16]. O número de sub-incrementos 
usado é definido pela equação (131), conforme proposto por Owen [87]. O algoritmo de 
integração não é completamente explícito, uma vez que após cada adição de sub-incremento 
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de tensão, respectiva correcção plástica e realizado o “proportioning” é recalculado o vector 
de cedência, que será usado nos cálculos efectuados durante a correcção plástica do 
próximo sub-incremento. Esta actualização do vector de cedência entre sub-incrementos tem 
como objectivo melhorar a convergência no processo de adição de incrementos de carga. 
Também com o objectivo de melhorar a convergência, no cálculo do módulo elastoplástico 
tangente é usado o vector de cedência referente ao estado de tensão convergido no 
incremento actual. 
A tabela 4 apresenta passo a passo o procedimento das UMAT desenvolvidas com o 
algoritmo semi-explícito. Os índices  e  W 1 são associados às variáveis no incremento 
anterior e actual, respectivamente. Estando os índices g  1 e g associados às variáveis antes 
e no final de cada sub-incremento de tensão, respectivamente. 
Tabela 4. Algoritmo de retorno semi-explícito por predição elástica - correcção plástica.  
Algoritmo de retorno semi-explícito 
Variáveis de entrada: 
Estado de tensão convergido no incremento anterior, 8; 
Incremento de deformação total, ∆?; 
Deformação plástica efectiva no incremento anterior, K̅A (variável definida como 
variável de estado pelo utilizador); 
Propriedades do material: (definidas pelo utilizador) 
Módulo de Young; 
Coeficiente de Poisson; 
Parâmetros da lei de encruamento; 
Coeficientes de anisotropia (apenas para os critérios Yld91 e Yld2004-18p).  
Procedimento: 
i Cálculo da estimativa elástica do estado de tensão (“trial stress”) 8YNO  8 W B: ∆? 
 
 
(122) 
ii Verificação do critério de plasticidade, 
no incremento anterior: Φ  H8  TiK̅Aj 
na previsão elástica: 
 
 
 
 
(123) 
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ΦYNO  Hi8YNO j  TiK̅Aj 
No cálculo das tensões efectivas são usadas as equações (57), (77) 
ou (92) dependendo do critério de plasticidade. A tensão limite de 
elasticidade é determinada através da lei de encruamento linear, lei de 
Swift (equação (116)) ou lei de Voce (equação (117)) dependendo das 
propriedades definidas pelo utilizador. 
(124) 
 
iii Determinação do regime 
IF (((Φ < 0) AND (ΦYNO < 0)) OR ((Φ  0) AND (HYNO ≤ H))) THEN 
Estava e continua em regime elástico ou estava em regime plástico e 
está a descarregar. 
Actualização de variáveis: 8Y  8YNO  K̅YA  K̅A ∆B@A  0 
GO TO (viii) 
ELSEIF (((Φ < 0) AND (ΦYNO ≥ 0)) THEN 
Estava em regime elástico e entrou em regime plástico 
Parâmetro auxiliar que reflecte a proporção de incremento de 
tensão a ser corrigido: 
ï  HYNO  TiK̅AjHYNO  H  
GO TO (iv) 
ELSE 
Estava em regime plástico e continua a plastificar ï  1 
GO TO (iv) 
ENDIF 
 
 
 
 
 
 
 
 
(125) 
(126) 
(127) 
 
 
 
 
 
 
(128) 
 
 
 
 
 
(129)  
iv Cálculo da tensão que satisfaz o critério de plasticidade 
8Y)5  8 W 1  ïB: ∆? 
 
 
(130) 
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v Definição do número de sub-incrementos de tensão total 
O número de sub-incrementos, ª, é o maior número inteiro que 
satisfaz a condição 
ª ≤ xHYNO  TiK̅AjTk { × 8 W 1, 
sendo os sub-incrementos de tensão total dados por 
∆8Y) NO  ïª B: ∆? 
 
 
 
 
 
 
(131) 
 
 
 
(132) 
vi Procedimento iterativo de adição de tensão e respectiva correcção plástica 
DO g  1, ª  
vi.1 Cálculo do multiplicador plástico 
dP)  QY)5 ∶ ∆8Y) NO∂T∂K̅M  HY)5 W QY)5 ∶ B ∶ QY)5 , 
 
 
 
(133) 
vi.2 Cálculo do incremento de deformação plástica 
∆?Y) A  dP)QY)5  
e actualização da deformação plástica efectiva 
K̅Y) A  K̅)5 A W dP) HY)5  
 
 
(134) 
 
 
 
(135) 
vi.3 Actualização da tensão, tendo em conta apenas a componente elástica do 
sub-incremento de tensão total 
8Y)  8Y)5 W ∆8Y) NO  B: ∆?Y) A 
 
 
(136) 
vi.4 “Proportioning” 
8Y)  8Y) ñT K̅Y) A HY) ò 
END DO 
Actualização de variáveis 
8Y  8Y)óô K̅YA  K̅Y)óô A 
 
 
 
(137) 
 
 
 
 
 
(138) 
(139) 
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vii Cálculo de ∆B@A 
∆B@A  B ∶ QY ⊗ QY ∶ BpTpK̅A  HY W QY ∶ B ∶ QY 
 
 
 
(140) 
viii Cálculo do módulo elastoplástico tangente B@A  B  ∆B@A 
 
 
(141) 
Variáveis de saida: 
Estado de tensão convergido no incremento actual, 8Y; 
Módulo elastoplástico tangente, B@A; 
Deformação plástica efectiva no final do incremento actual, K̅YA  (variável definida 
como variável de estado pelo utilizador). 
 
A figura 20 apresenta uma representação esquemática do algoritmo de integração 
semi-explícito implementado. De modo a facilitar a compreensão foram considerados 
apenas dois sub-incrementos de tensão. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 20. Representação esquemática do algoritmo de integração semi-explícito. 
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Algoritmo de integração semi-implícito 
O algoritmo de integração semi-implícito tem como base o algoritmo genérico apresentado 
em [16] referente ao método “implicit backward-Euler”. O algoritmo de correcção plástica 
consiste num processo iterativo com a finalidade de satisfazer o critério de plasticidade. De 
modo a evitar possíveis casos particulares de não convergência, foi imposto um limite de 
100 iterações. O valor deste limite foi definido arbitrariamente após a realização de diversas 
simulações, com variados percursos de deformação, e se ter concluído que, geralmente, o 
número de iterações necessário não excede o valor de 10. 
A tabela 5 apresenta passo a passo o procedimento das UMAT desenvolvidas com o 
algoritmo semi-implícito. A indicação das variáveis de entrada e saída foi omitida por estas 
estarem enumeradas na tabela 4. Os índices g  1 e g são associados às variáveis das 
iterações anterior e actual, respectivamente. 
Tabela 5. Algoritmo de retorno semi-implícito por predição elástica - correcção plástica.  
Algoritmo de retorno semi-implícito 
Procedimento: 
 Etapas i a iii indicadas na tabela 4.  
iv Procedimento iterativo  
Condições iniciais: 
8Y)ó  8YNO  QY)ó  QYNO  ΦY)ó  ΦYNO  
DO WHILE (ΦY) > 0) 
 
 
 
 
(142) 
(143) 
 
(144) 
iv.1 Cálculo do multiplicador plástico 
dP)  ΦY)5∂T∂K̅M  HY)5 W QY)5 ∶ B ∶ QY)5 , 
 
 
 
(145) 
iv.2 Cálculo do incremento de deformação plástica 
∆?Y) A  dP)QY)5  
e actualização da deformação plástica efectiva 
 
 
(146) 
 
 
 
(147) 
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K̅Y) A  K̅)5 A W dP) HY)5  
iv.3 Actualização da tensão 
8Y)  8Y)5  B: ∆?Y) A  (148) 
iv.4 Verificação do critério de plasticidade 
ΦY)  Hi8Y) j  T K̅Y) A  
 
 
(149) 
iv.5 Condição de paragem, no caso de não convergência 
IF (g  100) THEN 
 CONTINUE 
ENDIF 
 
END DO 
Actualização de variáveis 
8Y  8Y)  K̅YA  K̅Y) A 
 
 
 
 
 
 
(150) 
(151) 
 Etapas vii a viii indicadas na tabela 4.  
 
A figura 21 apresenta uma representação esquemática do algoritmo de integração 
semi-implícito implementado. De modo a facilitar a compreensão foram consideradas 
apenas duas iterações. 
Em suma, foram realizadas seis UMAT’s que implementam os três critérios de 
plasticidade referidos, usando para cada critério dois algoritmos de integração distintos. De 
modo a facilitar a compreensão, ao longo deste texto as UMAT’s serão denominadas de 
UMAT_vM, UMAT_yld91 e UMAT_yld2004-18p para o algoritmo de integração semi-
explícito, consoante se considere o critério de von Mises, Yld91 ou Yld2004-18p, 
respectivamente. As UMAT’s que usam o algoritmo de integração semi-implícito serão 
denominadas de UMAT_vMI, UMAT_yld91I e UMAT_yld2004-18pI consoante o critério 
implementado. A tabela 6 apresenta resumidamente a denominação das UMAT’s 
implementadas e as suas propriedades. 
 
5. Implementação dos modelos em subrotinas de utilizador 79
 
Tiago Jordão Grilo Dissertação de Mestrado
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 21. Representação esquemática do algoritmo de integração semi-implícito. 
Tabela 6. UMAT’s desenvolvidas e suas propriedades. 
Algoritmo de 
integração 
Critério de 
plasticidade 
Denominação 
Semi-explícito 
von Mises UMAT_vM 
Yld91 UMAT_yld91 
Yld2004-18p UMAT_yld2004-18p 
Semi-implícito 
von Mises UMAT_vMI 
Yld91 UMAT_yld91I 
Yld2004-18p UMAT_yld2004-18pI 
5.3. Verificação da implementação 
Após a sua realização, as UMAT’s foram exaustivamente testadas com o intuito de verificar 
a implementação dos modelos constitutivos e dos algoritmos de integração. Sem verificação 
a boa precisão dos resultados obtidos em simulações complexas não é garantida. 
Numa fase inicial, as UMAT’s foram testadas em simulações numéricas relativamente 
simples, tais como as simulações numéricas de um ou dois elementos, 2D e 3D, sujeitos a 
tracção uniaxial ou a um estado de tensão de corte puro, considerando um comportamento 
isotrópico segundo o critério de von Mises, conforme aconselhado por [88]. Estas 
simulações tiveram o objectivo de verificar a implementação dos algoritmos de integração. 
Os resultados (tensões e deformações) foram comparados com os obtidos para as mesmas 
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simulações mas usando os modelos constitutivos presentes na biblioteca do programa 
Abaqus. Devido à simplicidade das simulações e à excelente concordância entre os 
resultados obtidos definindo o comportamento do material através das UMAT’s, para 
ambos os algoritmos de integração, e através dos modelos constitutivos presentes na 
biblioteca do programa Abaqus, estes resultados não serão apresentados neste texto. 
Seguindo a referência [89], foram realizadas simulações de um elemento 3D, do tipo 
C3D8, sobre tracção uniaxial de 15o em 15o em relação à direcção de laminagem. Os 
valores dos coeficientes de anisotropia de Lankford, , obtidos através de simulação 
numérica foram comparados com os valores de  teóricos previstos pelos critérios Yld91 e 
Yld2004-18p. Este teste permite verificar simultaneamente a precisão do algoritmo de 
integração, a implementação dos critérios de plasticidade anisotrópicos e suas primeiras 
derivadas. Caso estes não tivessem sido implementados correctamente, os valores de  não 
poderiam ser previstos com precisão.  
A figura 22 apresenta esquematicamente o procedimento usado nesta simulação. O 
elemento de dimensões 1x1x0.1mm é sujeito a uma deformação de 10%, sendo de seguida 
permitido o retorno elástico de forma a eliminar os efeitos elásticos. O procedimento é 
repetido para diferentes orientações em relação à direcção de laminagem (de 15o em 15o 
entre 0o e 90o), sendo o valor de  definido pela equação (66), em que 
K  õ ö ÷÷ø , K  õ ö ùùø. (152) 
Em adição aos valores de , também foram determinadas as tensões limite de elasticidade e 
comparadas com os valores teóricos previstos pelos critérios de plasticidade. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 22. Representação esquemática da simulação de um elemento sujeito a tracção uniaxial, na 
previsão de   (0 ≤  ≤ 90). 
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Através destas simulações foi avaliado o comportamento de diversas ligas de 
alumínio, sendo estas algumas das ligas usadas nas simulações numéricas apresentadas no 
Capítulo 6. Para as UMAT’s referentes ao critério Yld91 foram testadas as ligas de alumínio 
2090-T3 e Al-5 wt.% Mg, a que correspondem as respectivas leis de encruamento [90, 91], 
2090-T3: T = 646(0.025 + K)̅.Ï (MPa), (153) 
Al-5 wt.% Mg: T = 336.2 − 250.8 exp(−6.242K)̅ (MPa). (154) 
Para ambas as ligas foi considerado um módulo de Young de 70 GPa e um coeficiente 
de Poisson de 0.3 [90, 91]. Os coeficientes de anisotropia referentes ao critério de Yld91 
para estas ligas estão indicados na tabela 7. 
Tabela 7. Coeficientes de anisotropia de Yld91 das ligas de alumínio 2090-T3 e Al-5 wt.% Mg 
(expoente  = 8) [90, 91]. 
Material 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
2090-T3 1.0674 0.8559 1.1296 1.0000 1.0000 1.2970 
Al-5 wt.% Mg 0.9857 1.1164 0.8721 1.0000 1.0000 0.9264 
 
A comparação entre os resultados obtidos e os valores teóricos segundo o critério 
Yld91, bem como os experimentais, são apresentados nas figuras 23 e 24 para as ligas 
2090-T3 e Al-5 wt.% Mg, respectivamente.  
 
 
 
 
 
a) 
Figura 23. Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [90] segundo Yld91 para a liga de 
alumínio 2090-T3 de: a) coeficientes de anisotropia . 
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b) 
Figura 23 (Cont.). Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [90] segundo Yld91 para a 
liga de alumínio 2090-T3 de: b) tensão de cedência normalizada. 
 
 
 
 
 
 
 
a) 
 
 
 
 
 
 
 
b) 
Figura 24. Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [91] segundo Yld91 para a liga de 
alumínio Al-5 wt.% Mg de: a) coeficientes de anisotropia , e b) tensão de cedência 
normalizada. 
Para as UMAT’s referentes ao critério Yld2004-18p foi testada a liga de alumínio 
2090-T3 e ainda um material fictício apresentado por Yoon et al. [73] denominado de FM8, 
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a que correspondem a lei de encruamento dada pela equação (153). Os coeficientes de 
anisotropia referentes ao critério de Yld2004-18p para estes materiais estão indicados na 
tabela 8. 
Tabela 8. Coeficientes de anisotropia de Yld2004-18p da liga de alumínio 2090-T3 e do material 
fictício FM8 (expoente  = 8) [73]. 
Material 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
Ï 
Ñ 
 
2090-T3 -0.0698 0.9364 0.0791 1.0030 0.5247 1.3631 1.0237 1.0690 0.9543 
FM8 0.7297 0.8777 0.4252 0.7268 1.1386 1.0000 1.0000 1.0000 1.3485 
          
 
 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
Ï 
Ñ 
2090-T3 0.9811 0.4767 0.5753 0.8668 1.1450 -0.0792 1.0516 1.1471 1.4046 
FM8 1.0513 1.0389 1.3289 1.1775 0.7651 0.9169 1.0000 1.0000 0.0432 
 
A comparação entre os resultados obtidos e os valores teóricos segundo o critério 
Yld2004-18p, bem como os experimentais, são apresentados nas figuras 25 e 26 para a liga 
2090-T3 e para o FM8, respectivamente.  
Através dos resultados obtidos verifica-se a correcta implementação dos critérios 
Yld91 e Yld2004-18p e suas primeiras derivadas, bem como a correcta implementação do 
algoritmo de integração semi-explícito. No entanto, ao contrário do esperado, o algoritmo 
de integração semi-implícito não permite a correcta determinação dos coeficientes  para 
valores diferentes de 1. Seria de esperar que este algoritmo fosse mais robusto e preciso. 
Porém, como será apresentado nas subsecções 6.2, 6.3, e 6.4, o algoritmo semi-implícito 
permite a obtenção de resultados precisos. 
  
 
 
 
 
 
a) 
Figura 25. Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [73] segundo Yld2004-18p para a 
liga de alumínio 2090-T3 de: a) coeficientes de anisotropia . 
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b) 
Figura 25 (Cont.). Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [73] segundo Yld2004-18p 
para a liga de alumínio 2090-T3 de: b) tensão de cedência normalizada. 
 
 
 
 
 
 
 
a) 
 
 
 
 
 
 
 
b) 
Figura 26. Comparação entre os resultados obtidos e os teóricos [73] segundo Yld2004-18p para o 
material fictício FM8 de: a) coeficientes de anisotropia , e b) tensão de cedência 
normalizada. 
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Capítulo 6  
SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 
6.1. Introdução 
Após a validação das leis constitutivas implementadas, através dos testes apresentados no 
Capítulo 5, foram realizadas simulações numéricas de processos de conformação plástica de 
chapas metálicas utilizando as UMAT’s desenvolvidas, com o objectivo de descrever 
correctamente o comportamento mecânico de materiais metálicos nestes processos.  
O principal factor que foi tido em consideração na selecção das simulações numéricas 
a realizar foi a possibilidade destas permitirem a análise da maior ou menor influência dos 
critérios de plasticidade nos resultados obtidos. Outros factores, tais como a existência de 
resultados experimentais na bibliografia consultada, também foram considerados. 
As simulações numéricas realizadas e apresentadas nas subsecções seguintes são 
nomeadamente: testes de flexão cilíndrica livre, e expansão biaxial (“hydraulic bulge test”), 
e as conformações de um embutido cilíndrico, de uma caixa quadrada, do “s-rail” e de um 
embutido cónico. 
6.2. Flexão cilíndrica livre 
Na conferência NUMISHEET 2002 [92] foi proposto o ensaio designado por 
“unconstrained cylindrical bending”, cujo principal objectivo é estudar e avaliar o 
fenómeno do retorno elástico. Neste trabalho, a realização da simulação numérica deste 
ensaio teve por objectivo avaliar a capacidade de descrição do retorno elástico dos 
algoritmos de integração implementados. A geometria e dimensões das ferramentas e do 
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esboço consideradas são similares às do ensaio proposto na referência anterior, com apenas 
uma ligeira diferença no raio da cavidade da matriz, ï, conforme representadas na figura 
27. O processo consiste em deslocar o punção na vertical até que este e a matriz se tornem 
concêntricos, sendo de seguida subido o punção, permitindo o retorno elástico [92]. 
O material usado foi a liga de alumínio 6111-T4, a que corresponde a lei de 
encruamento 
 T = 429.8 − 237.7 exp(−8.504K)̅ (MPa), (155) 
um módulo de Young de 70 GPa e um coeficiente de Poisson 0.3 [93]. Não foi considerada 
a anisotropia do material devido à sua pouca influência nos resultados obtidos neste ensaio. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 27. Ferramentas e esboço usados no ensaio de flexão cilíndrica livre. E definição dos ângulos 
antes, , e após, , do retorno elástico. 
Devido à simetria do processo e ao comportamento isotrópico do material apenas foi 
realizada a simulação numérica de um quarto da secção da chapa, impondo as condições de 
simetria necessárias. 
De modo a analisar a influência do refinamento da malha de elementos finitos nos 
resultados obtidos, foram considerados quatro refinamentos, dois no plano e dois ao longo 
da espessura. Foram considerados 2 ou 4 elementos ao longo da espessura, e 50 ou 100 
elementos ao longo da largura. Ao longo do comprimento da chapa o número de elementos 
foi mantido constante (5 elementos), devido à sua pouca influência nos resultados finais. 
Foram usados elementos C3D8 e considerado um coeficiente de atrito de 0.1 entre as 
interfaces em contacto. 
ï = 23.5 mm 
ï = 25.0 mm 
ï = 4.0 mm 
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Na descrição do comportamento mecânico do material foram usadas as UMAT’s 
referentes ao critério de von Mises, para ambos os algoritmos de integração. Os resultados 
obtidos foram comparados com os resultados experimentais apresentados em Sousa et al. 
[94], e com os resultados obtidos através de simulações realizadas considerando as mesmas 
condições, mas com os modelos constitutivos presentes na biblioteca do programa Abaqus 
(doravante identificados por “Abaqus C3D8”).  
A figura 28 apresenta a influência do refinamento da malha sobre o ângulo do 
provete, , antes da remoção do punção. Verifica-se uma pequena influência do 
refinamento da malha no plano, e quase nula em espessura. As malhas mais refinadas no 
plano aproximam-se dos resultados experimentais, aproximando-se também os resultados 
obtidos através das UMAT´s dos obtidos por “Abaqus C3D8”. 
A figura 29 ilustra a influência do refinamento da malha sobre os valores de retorno 
elástico, ∆ =  − . A partir dos resultados, verifica-se a maior dependência destes em 
relação ao refinamento no plano do que na espessura. No entanto, os valores de retorno 
elástico obtidos por “Abaqus C3D8” são praticamente insensíveis ao refinamento malha, e 
apresentam uma diferença significativa em relação aos obtidos através das UMAT’s para 
malhas pouco refinadas. Este facto pode dever-se a estratégias implementadas pelo Abaqus 
aquando da ocorrência de retorno elástico. Uma vez mais, os valores obtidos para malhas 
mais refinadas aproximam-se dos valores experimentais. Conclusões semelhantes foram 
obtidas por Alves [4]. De modo a melhorar a análise do retorno elástico, seria aconselhável 
o uso de uma lei de encruamento cinemático ou misto, de forma a modelar o efeito de 
Bauschinger. 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
Figura 28. Ângulo final antes do retorno elástico em função do refinamento da malha. 
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Figura 29. Valores de retorno elástico em função do refinamento da malha. 
Através dos resultados apresentados, verifica-se a excelente concordância entre os 
valores obtidos pelos dois algoritmos de integração. 
6.3. Expansão biaxial 
O teste de expansão biaxial (“hydraulic bulge test”) é usualmente utilizado na determinação 
da curva tensão-deformação biaxial. Embora a geometria do teste seja axissimétrica, o 
comportamento anisotrópico do material usado no teste induz deformações não 
axissimétricas. A figura 30 apresenta a representação esquemática do problema, a partir da 
referência [94]. A espessura inicial da chapa é de 1.24 mm. O teste consiste em aplicar uma 
pressão interna até um valor final de 7 MPa. Não foi considerado atrito entre a chapa e a 
matriz. 
 
 
 
 
 
Figura 30. Representação esquemática do teste de expansão biaxial (adaptada de [94]). 
O material usado foi a liga de alumínio 2008-T4, a que corresponde a lei de 
encruamento 
Rch=81.0 mm 
Rm=12.70 mm 
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 T = 408.0 − 223.0 exp(−6.14K)̅ (MPa), (156) 
um módulo de Young de 69 GPa e um coeficiente de Poisson de 0.33 [94]. O 
comportamento anisotrópico planar desta liga é descrito pelo critério de Yld91 através dos 
coeficientes de anisotropia presentes na tabela 9. 
Tabela 9. Coeficientes de anisotropia de Yld91 da liga de alumínio 2008-T4 (expoente  = 11) [94]. 
Material 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
2008-T4 1.223 1.014 0.986 1.000 1.000 1.000 
 
Devido à simetria do processo e à simetria ortotrópica do material apenas foi 
realizada a simulação numérica de um quarto da secção da chapa, impondo as condições de 
simetria necessárias. Foram usados 800 elementos C3D8 dispostos no plano segundo 
mostra a figura 31, sendo usadas duas camadas de elementos ao longo da espessura.  
De modo a evidenciar a influência do comportamento anisotrópico do material nos 
resultados finais, a simulação também foi executada usando o critério isotrópico de von 
Mises.  
 
 
         
 
 
 
 
 
 
Figura 31. Malha usada na simulação do teste de expansão biaxial. 
A figura 32 apresenta a evolução do deslocamento do ponto central da chapa em 
função da pressão interna aplicada. Nesta figura é visível a excelente concordância entre os 
resultados obtidos usando as UMAT’s e os resultados experimentais, bem como os 
resultados obtidos através de simulação numérica, recorrendo a elementos de casca, por 
A Ö 40 úú10 õú.Ç 
B Ö 41 úú15 õú.Ç  
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Sousa et al. [94]. À semelhança dos resultados obtidos na subsecção 6.2, os resultados 
obtidos com os dois algoritmos de integração são praticamente coincidentes.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 32. Influência da pressão interna sobre o deslocamento do ponto central da chapa. 
6.4. Conformação de um embutido cilíndrico 
Com o objectivo de estudar o comportamento anisotrópico das chapas metálicas foi 
proposto o ensaio de conformação de um embutido cilíndrico. A anisotropia das chapas 
metálicas é evidenciada pelo aparecimento de orelhas (“earing”) no embutido obtido [73]. 
A geometria e dimensões das ferramentas e do esboço estão representadas na figura 
33 e apresentadas na tabela 10, respectivamente [73]. O ensaio consiste em três etapas: 
avanço do cerra-chapas até ser atingida a força de aperto pretendida, seguido do avanço do 
punção até à conformação total do esboço e, por fim são retiradas as ferramentas de modo 
a permitir o retorno elástico. A força aplicada ao cerra-chapas tem o objectivo de impedir a 
formação de rugas (“wrinkling”) durante o processo de conformação. Esta força é mantida 
constante ao longo do processo de conformação, tomando o valor de 22.2 kN (este valor 
representa aproximadamente 1% da tensão limite de elasticidade dos materiais usados) [73].  
Devido à simetria do processo e à simetria ortotrópica dos materiais usados, apenas 
foi realizada a simulação numérica de um quarto da secção da chapa, impondo as condições 
de simetria necessárias, correspondendo a uma força de cerra-chapas de 5.55 kN. Foi 
considerado um coeficiente atrito 0.1 entre as interfaces em contacto [73]. De notar o uso 
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de um anel de apoio (não representado na figura 33), do mesmo material e da espessura do 
esboço, cujo objectivo é limitar o deslocamento do cerra-chapas na fase final da 
conformação. Evita-se assim que toda a força do cerra-chapas seja aplicada unicamente 
sobre as orelhas do embutido, originando o aparecimento de defeitos devidos ao excesso de 
deformação destas. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 33. Geometria das ferramentas e do esboço usados no ensaio de conformação de um 
embutido cilíndrico (adaptada de [73]). 
Tabela 10. Dimensões das ferramentas e do esboço usados no ensaio de conformação de um embutido 
cilíndrico (medidas em mm) [73]. 
Diâmetro do punção ûA = 97.46  
Raio de concordância do punção A = 12.70  
Diâmetro da matriz û = 101.48  
Raio de concordância da matriz  = 12.70  
Diâmetro da chapa û = 158.76  
Espessura inicial da chapa 7 = 1.60  
 
Foram realizadas simulações considerando três materiais distintos, nomeadamente: 
liga de alumínio 2090-T3, o material fictício FM8 e a liga de alumínio Al-5 wt.% Mg, cujos 
resultados são apresentados nas subsecções seguintes. 
Em todas as simulações realizadas foram usados elementos C3D8, e dois elementos ao 
longo da espessura. Todos os resultados apresentados são referentes à linha média da chapa, 
após o retorno elástico. 
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6.4.1. Chapa de liga de alumínio 2090-T3 
Nesta subsecção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica usando a liga 
de alumínio 2090-T3. São realizadas as análises de influência de refinamento e da 
distribuição dos elementos da malha, do critério de plasticidade, bem como comparados os 
resultados obtidos usando os dois algoritmos de integração implementados nas UMAT’s. 
As propriedades mecânicas da liga de alumínio 2090-T3 foram apresentadas na 
subsecção 5.3. 
Estudo da influência do refinamento da malha 
Na análise da influência do refinamento da malha os elementos foram distribuídos no plano 
segundo a figura 31, considerando a direcção de laminagem paralela a X, sendo as 
principais características numéricas de cada malha apresentadas na tabela 11. Nesta análise 
foi utilizada a UMAT_yld2004-18p na descrição do comportamento mecânico do material. 
Tabela 11. Características numéricas das malhas usadas na simulação da conformação de um 
embutido cilíndrico. 
Malha 
Refinamento (nº elementos) 
Nº elementos total 
A (37 mm) B (42.38 mm) 
1.1 5 10 250 
1.2 10 15 800 
1.3 15 20 1650 
1.4 20 25 2800 
1.5 25 30 4250 
 
A figura 34 apresenta a altura do embutido cilíndrico obtido, considerando os 
diferentes refinamentos de malha. Apenas é apresentado um quarto do perfil do embutido, 
sendo o restante obtido por simetria deste. Todos os refinamentos de malha considerados 
conduzem ao aparecimento de 8 orelhas entre 0o e 360o. A partir da malha 1.3 a diferença 
entre os perfis obtidos torna-se imperceptível, sendo ligeira a diferença entre os perfis 
obtidos para as malhas 1.2 e 1.3. 
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Figura 34. Altura dos embutido
refinamentos da malha
A figura 35 apresenta a deformada final do embutido 
utilizando a UMAT_yld2004
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 35. Deformada final após conformação do embutido 
Estudo da influência da distribuição dos elementos
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sendo consideradas três distribuições distintas da malha no plano. F
considerando o ângulo entre a direcçã
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de 45o os eixos X e Y deixam de representar planos de simetria, sendo necessário refazer a 
malha no plano ou realizar a simu
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distribuição da malha no plano (malha 3.3) é apresentada na figura 36, possuindo 2220 
elementos. Na escolha do refinamento da malha axissimétrica procurou-se que os elementos 
desta possuíssem a mesma dimensão dos elementos, das secções B (figura 31), referentes à 
malha 1.3, de modo a permitir uma correcta comparação entre os resultados obtidos. Foi 
utilizada a UMAT_yld2004-18p na descrição do comportamento mecânico do material. 
 
 
  
 
 
 
 
 
Figura 36. Malha axissimétrica usada na conformação do embutido cilíndrico.  
A figura 37 apresenta a comparação entre os resultados obtidos considerando as 
diferentes distribuições da malha no plano e os resultados obtidos através de simulação 
numérica por Yoon et al. [73]. De notar que o perfil apresentado por Yoon et al. apenas 
possui 6 orelhas entre 0o e 360o, e que entre a posição dos picos das orelhas mais acentuadas 
obtidas neste trabalho e a posição do pico da orelha mais acentuada apresentada por Yoon 
et al. existe uma diferença de cerca de 5o. Estas diferenças dever-se-ão possivelmente ao uso 
de softwares de simulação numérica distintos (os resultados apresentados por Yoon et al. 
foram obtidos através de MSC.Marc), dado que associados a diferentes softwares de 
simulação numérica estão diferentes algoritmos incrementais/iterativos e, principalmente, 
algoritmos de contacto. Deve-se ter ainda em consideração o facto de os resultados 
apresentados por Yoon et al. terem sido obtidos recorrendo a elementos de casca.  
Os resultados obtidos usando diferentes distribuições de malha no plano são 
semelhantes, destacando-se a malha 1.3 na orelha a 45o. De notar que as malhas 1.3 e 2.3 
possuem 1650 elementos, enquanto que a malha 3.3 possui 2220 elementos (número 34.5% 
superior). 
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Figura 37. Altura dos embutidos cilíndricos obtidos por simulação numérica, para várias formas de 
distribuição da malha no plano, usando a UMAT_yld2004-18p, e do embutido 
apresentado por Yoon et al. [73], para a liga de alumínio 2090-T3. 
Estudo da influência do algoritmo de integração implementado nas UMAT’s 
A figura 38 apresenta a comparação entre as alturas dos embutidos obtidos usando os dois 
algoritmos de integração implementados e a altura do embutido apresentado por Yoon et 
al. [73]. As simulações foram realizadas utilizando a malha 1.3, e o critério de plasticidade 
Yld2004-18p. 
Os resultados obtidos usando os dois algoritmos de integração não são muito 
distintos. O algoritmo semi-implícito apresenta orelhas a 0o e a 90o de menor amplitude em 
relação ao algoritmo semi-explícito, ao contrário do que ocorre para a orelha a 45o. Apesar 
de apresentar uma orelha mais acentuada a 90o, os resultados obtidos com o algoritmo 
semi-explícito assemelham-se mais ao perfil apresentado por Yoon et al. do que os 
resultados obtidos com o algoritmo semi-implícito.  
O algoritmo semi-implícito demonstrou-se menos eficiente, revelando um tempo de 
cálculo 86.5% superior ao requerido pelo algoritmo semi-explícito. Sendo o número de 
incrementos efectuados na conformação do embutido para o algoritmo semi-implícito 
77.4% superior relativamente ao número de incrementos executados para o algoritmo semi-
explícito. 
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Figura 38. Altura dos embutidos cilíndricos obtidos por simulação numérica, usando a 
UMAT_yld2004-18p e a UMAT_yld2004-18pI, e do embutido apresentado por Yoon et 
al. [73], para a liga de alumínio 2090-T3. 
Estudo da influência do critério de plasticidade 
A figura 39 apresenta a comparação entre as alturas dos embutidos cilíndricos obtidos 
considerando os critérios Yld91 e Yld2004-18p e dos embutidos apresentados por Yoon et 
al. (experimental [73] e obtidos por simulação numérica (Yld91 [90] e Yld2004-18p [73])). 
Foi considerada a malha 1.3 em ambas as simulações. Utilizaram-se as UMAT’s referentes 
ao algoritmo de integração semi-explícito. 
O perfil das orelhas obtidas através da UMAT_yld91 apresenta vales menos 
acentuados do que o perfil obtido por Yoon et al. [90] para o mesmo critério de 
plasticidade. Através da figura 39 conclui-se que o critério Yld2004-18p permite resultados 
mais precisos em relação ao critério Yld91, uma vez que o maior número de coeficientes de 
anisotropia da sua formulação permite prever resultados mais complexos. 
Na figura 39 é visível que os resultados experimentais entre 0o e 90o não são 
simétricos aos resultados entre 90o e 180o, como seria de esperar de um material 
ortotrópico. Esta diferença poder-se-á dever a um desalinhamento entre o centro da chapa e 
o eixo das ferramentas durante a conformação do embutido [90]. 
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Figura 39. Altura dos embutidos cilíndricos obtidos por simulação numérica e dos embutidos 
apresentados por Yoon et al. (experimental [73] e obtidos por simulação numérica (Yld91 
[90] e Yld2004-18p [73])), para a liga de alumínio 2090-T3. 
6.4.2. Chapa de material fictício FM8 
Nesta subsecção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica usando o 
material fictício FM8, apresentado por Yoon et al. [73]. Estes resultados são comparados 
com os obtidos através de simulação numérica por Yoon et al. [73]. 
As propriedades mecânicas do material fictício FM8 foram apresentadas na subsecção 
5.3, tendo sido a UMAT_yld2004-18p usada para as descrever. A simulação foi realizada 
considerando a malha 1.3.  
A figura 40 apresenta a comparação entre a altura do embutido obtido e do embutido 
apresentado por Yoon et al. [73]. As alturas dos embutidos apresentam perfis semelhantes, 
no entanto, uma vez mais, a 45o estes perfis estão desfasados cerca de 5o. Existe também um 
desfasamento na vertical ao longo de todo o perfil que varia entre 0.9 a 1.6 mm. Estas 
diferenças poder-se-ão explicar pelos motivos apresentados na subsecção anterior, 
nomeadamente o uso de softwares de simulação numérica distintos (com diferentes 
algoritmos de contacto), e uso de elementos do tipo casca ao invés de elementos sólidos.   
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Figura 40. Altura do embutido obtido por simulação numérica e do embutido apresentado por Yoon 
et al. [73], para o FM8.  
6.4.3. Chapa de liga de alumínio Al-5 wt.% Mg 
Nesta subsecção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica usando a liga 
de alumínio Al-5 wt.% Mg. Estes resultados são comparados com os obtidos através de 
simulação numérica e experimentais apresentados por Yoon et al. [91].  
As propriedades mecânicas da liga de alumínio Al-5 wt.% Mg foram apresentadas na 
subsecção 5.3, tendo sido a UMAT_yld91 usada para as descrever.  
De modo a possibilitar a comparação dos resultados obtidos com os apresentados por 
Yoon et al., a simulação foi realizada usando ferramentas e esboço de dimensões distintas 
das indicadas na tabela 10. Para a liga de alumínio Al-5 wt.% Mg estas dimensões são 
apresentadas na tabela 12. É considerado um coeficiente de atrito de 0.02, e uma força de 
cerra-chapas de 5 kN (1.25 kN para um quarto da secção) [91]. 
Tabela 12. Dimensões das ferramentas e do esboço usados no ensaio de conformação de um 
embutido cilíndrico, para a liga de alumínio Al-5 wt.% Mg (medidas em mm) [91]. 
Diâmetro do punção ûA = 50.00  
Raio de concordância do punção A = 5.00  
Diâmetro da matriz û = 52.80  
Raio de concordância da matriz  = 5.00  
Diâmetro da chapa û = 100.00  
Espessura inicial da chapa 7 = 1.00  
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Foi usada uma malha com a mesma distribuição de elementos no plano que a malha 
1.3. No entanto, de modo a que a razão entre a largura dos elementos da secção B (figura 
31) e o raio de concordância da matriz seja idêntica para ambas as malhas, e assim os 
refinamentos de malha serem equivalentes, foi usado nesta simulação um refinamento de 
malha distinto. As principais características numéricas da malha usada na simulação da 
conformação de um embutido cilíndrico para a liga de alumínio Al-5 wt.% Mg são 
apresentadas na tabela 13. 
Tabela 13. Características numéricas da malha usada na simulação da conformação de um embutido 
cilíndrico, para a liga de alumínio Al-5 wt.% Mg. 
Malha 
Refinamento (nº elementos) 
Nº elementos total 
A (20 mm) B (30 mm) 
4.3 15 36 2610 
 
A figura 41 apresenta a comparação entre a altura do embutido obtido e dos 
embutidos (experimental e obtido por simulação numérica) apresentados por Yoon et al. 
[91]. As alturas dos embutidos obtidos por simulação apresentam perfis semelhantes, no 
entanto, uma vez mais, existe um desfasamento na vertical ao longo de todo o perfil que 
varia entre 1.8 a 2.2 mm. Esta diferença poder-se-á explicar, uma vez mais, pelos motivos 
apresentados nas subsecções anteriores. Comparando os resultados obtidos com os 
experimentais verifica-se a pouca precisão resultante da aplicação do critério Yld91 na 
modelação do comportamento desta liga de alumínio. É assim aconselhável o uso de um 
critério com um maior número de coeficientes de anisotropia aquando da simulação do 
comportamento desta liga. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 41. Altura do embutido obtido por simulação numérica e dos embutidos (experimental e 
obtido por simulação numérica) apresentados por Yoon et al. [91], para a liga de alumínio 
Al-5 wt.% Mg. 
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6.5. Conformação de uma caixa quadrada 
A conformação de uma caixa quadrada é um dos processos básicos entre os processos de 
conformação não axissimétricos, tendo sido proposto na conferência NUMISHEET’93 [95]. 
Os resultados obtidos por simulação foram comparados com a média dos dados 
experimentais disponíveis pela comissão organizadora do NUMISHEET’93 [96]. 
A figura 42 apresenta a geometria e dimensões das ferramentas usadas na 
conformação da caixa quadrada. O esboço inicial possui as dimensões iniciais: 
150x150x0.81 mm. Devido à simetria do processo e à simetria ortotrópica do material 
usado, apenas foi realizada a simulação numérica de um quarto da secção da chapa, 
impondo as condições de simetria necessárias. O ensaio consiste em duas etapas: avanço do 
cerra-chapas até ser atingida a força de aperto pretendida, seguido de um avanço do punção 
de 15 mm. Foi considerada uma força de cerra-chapas de 19.6 kN (4.9 kN para um quarto 
da secção), e um coeficiente de atrito entre as interfaces em contacto de 0.162 [96]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 42. Ferramentas usadas na conformação de uma caixa quadrada (unidades em mm) (adaptada 
de [96]). 
As simulações foram realizadas para a liga de alumínio apresentada em 
NUMISHEET’93, a que corresponde a lei de encruamento 
 T = 576.79(0.0165 + K)̅.® (MPa), (157) 
um módulo de Young de 69 GPa e um coeficiente de Poisson de 0.33 [96]. O 
comportamento anisotrópico desta liga é descrito pelo critério de Yld91 através dos 
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coeficientes presentes na tabela 14. As simulações foram realizadas descrevendo o 
comportamento mecânico do material através da UMAT_yld91. 
Tabela 14. Coeficientes de anisotropia de Yld91 da liga de alumínio usada na conformação da caixa 
quadrada (expoente  = 8) [96]. 
Material 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
AA NUMISHEET’93 1.067 1.034 0.961 1.000 1.000 1.009 
 
Foram considerados dois elementos ao longo da espessura e 5 refinamentos da malha 
no plano, nomeadamente com 10, 20, 30, 40 e 50 elementos de lado, a que correspondem 
200, 800, 1800, 3200 e 5000 elementos no total, respectivamente. As simulações foram 
realizadas considerando três tipos de elementos, nomeadamente: C3D8, C3D8R e C3D8I. 
Na figura 43 estão apresentadas esquematicamente as grandezas DX, DY e DD 
usadas na comparação dos resultados, e que avaliam o deslizamento do esboço para o 
interior da matriz. Nesta figura também é ilustrada a orientação da direcção de laminagem 
considerada. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 43. Representação esquemática da diferença entre o esboço inicial e a deformada final da 
caixa quadrada (adaptada de [96]). 
A tabela 15 apresenta os resultados obtidos, caracterizados pelas grandezas DX, DY e 
DD, em função do refinamento da malha no plano e do tipo de elemento usado. Devido a 
problemas de convergência que impediam que as simulações se finalizassem com sucesso, 
em algumas simulações foi necessário definir parâmetros de Stabilize diferentes de zero. O 
Abaqus permite a definição deste parâmetro de modo a estabilizar automaticamente um 
problema instável devido a instabilidades locais. Este parâmetro representa assim a fracção 
de energia dissipada na ocorrência de instabilidades [3]. De modo a que a influência deste 
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parâmetro sobre os resultados finais seja mínima, foram utilizados os menores valores 
possíveis que permitissem que as simulações se concluíssem com sucesso. Estes valores são 
apresentados na tabela 15.  
Tabela 15. Influência do refinamento da malha e do tipo de elemento sobre as grandezas DX, DY e 
DD (unidades em mm). 
 10x10x2  20x20x2 
 DX DY DD Stabilize  DX DY DD Stabilize 
C3D8 2.60 2.43 1.30 0  4.69 4.72 2.61 2x10-6 
C3D8R 3.94 3.75 5.24 0  5.17 4.98 2.28 2x10-6 
C3D8I 4.04 3.72 2.05 0  5.12 5.17 2.82 2x10-6 
          
          
 30x30x2  40x40x2 
 DX DY DD Stabilize  DX DY DD Stabilize 
C3D8 4.89 4.93 2.81 0  5.09 5.13 2.92 7x10-6 
C3D8R 5.74 5.67 2.91 2x10-6  5.57 5.60 3.03 1.25x10-5 
C3D8I 5.13 5.19 2.95 2x10-6  5.25 5.30 3.02 1.25x10-5 
 
De modo a facilitar a análise dos resultados obtidos e permitir a sua comparação com 
os resultados experimentais [96], as figuras 44, 45 e 46 apresentam a influência do 
refinamento da malha e do tipo de elemento sobre as grandezas DX, DY e DD, 
respectivamente. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 44. Influência do refinamento da malha e do tipo de elemento sobre a grandeza DX. 
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Figura 45. Influência do refinamento da malha e do tipo de elemento sobre a grandeza DY. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 46. Influência do refinamento da malha e do tipo de elemento sobre a grandeza DD. 
Através da análise dos resultados obtidos, contacta-se que a anisotropia do material 
revela-se num maior deslocamento segundo a direcção Y relativamente à direcção X. 
Verifica-se que o refinamento da malha não afecta significativamente os resultados 
obtidos, à excepção do uso de malhas muito pouco refinadas, nomeadamente a malha 
10x10x2. 
Os deslocamentos previstos segundo as 3 direcções consideradas, para todos os 
refinamentos de malha usados, foram superiores para as simulações realizadas utilizando o 
elemento C3D8I comparativamente ao elemento C3D8. Apenas o uso do elemento C3D8R, 
ou a utilização da malha 10x10x2, permitiram a previsão de deslocamentos superiores 
segundo a direcção X relativamente à direcção Y.   
A simulação usando o elemento C3D8I para a malha 40x40x2 foi, das simulações 
realizadas, a que permitiu resultados mais próximos dos experimentais.  
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6.6. Conformação do “S-rail” 
O “S-rail benchmark” foi proposto na conferência NUMISHEET’96 [97] com o objectivo 
de comparar os resultados entre várias simulações numéricas e resultados experimentais da 
deformada final após a conformação e após o retorno elástico.  
A figura 47 apresenta a geometria e dimensões das ferramentas e do esboço usados na 
conformação do “S-rail”. A espessura inicial da chapa é de 0.92 mm. O ensaio consiste em 
três etapas: avanço do cerra-chapas até ser atingida a força de aperto pretendida, seguido de 
um avanço do punção de 37.28 mm e, por fim são retiradas as ferramentas de modo a 
permitir o retorno elástico. Foi considerada uma força de cerra-chapas de 10 kN, e um 
coeficiente de atrito entre as interfaces em contacto de 0.1 [25]. Na figura 47 estão 
ilustradas as linhas de referência (IE, JD e BG) usadas na comparação de resultados. 
Foram usados 6000 elementos C3D8I, distribuídos no plano segundo ilustra a figura 
48. A malha utilizada possui um elemento ao longo da espessura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 47. Ferramentas e esboço usados na conformação do “S-rail” (adaptada de [97]). 
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Figura 48. Malha do esboço usada na simulação da conformação do “S-rail”. 
Foram realizadas simulações utilizando duas ligas de alumínio distintas: 6111-T4 e 
2090-T3. 
6.6.1. Chapa de liga de alumínio 6111-T4 
Nesta subsecção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica usando a liga 
de alumínio 6111-T4. Estes são comparados com os resultados experimentais e os obtidos 
através de simulação numérica por Yoon et al. [25]. Nesta secção considera-se que a 
direcção laminagem é paralela ao eixo Y.  
À liga de alumínio 6111-T4 corresponde a lei de encruamento, 
 T = 488(0.0071 + K)̅. (MPa), (158) 
um módulo de Young de 69 GPa e um coeficiente de Poisson de 0.33 [25]. O 
comportamento anisotrópico planar desta liga é descrito pelo critério de Yld91 através dos 
coeficientes presentes na tabela 16. 
Tabela 16. Coeficientes de anisotropia de Yld91 da liga de alumínio 6111-T4 (expoente  = 8) [25]. 
Material 
 
 
 
­ 
® 
¡ 
6111-T4 0.9503 0.8347 1.0240 1.000 1.000 0.9800 
 
As figuras 49 e 50 apresentam a comparação entre as deformadas seccionais obtidas 
através do uso da UMAT_yld91, as obtidas por simulação numérica por Yoon et al. [25] e 
as experimentais [97], conforme citado em [25], ao longo da linha BG e ao longo das linhas 
IE e JD, respectivamente. Na figura 49 é visível o enrugamento ao longo da linha BG da 
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deformada final devido à complexidade da geometria das ferramentas. Ao longo desta linha, 
os resultados obtidos através da UMAT_yld91 estão em concordância com os apresentados 
por Yoon et al., apresentando um afastamento dos resultados experimentais para distâncias 
ao ponto B inferiores a 125 mm.  
O efeito do retorno elástico sobre a deformada final é evidenciado pelo ângulo 
formado pelas abas do conformado após serem retiradas as ferramentas (figura 50). As 
deformadas seccionais obtidas, para as linhas IE e JD, estão de acordo com as apresentadas 
por Yoon et al. [25], apresentando uma diferença significativa apenas para a aba esquerda 
da linha JD. No entanto, quando comparados os resultados obtidos com os experimentais 
verifica-se uma discrepância significativa. De modo a melhorar a análise do retorno elástico, 
seria aconselhável o uso de uma lei de encruamento cinemático ou misto, de forma a 
modelar o efeito de Bauschinger. 
A força exercida sobre o punção em função do deslocamento deste, ao longo da 
conformação, é apresentada na figura 51. São apresentadas nesta figura as curvas limite 
superior e inferior experimentais apresentadas pelos grupos EB2.03 e EB2.01, 
respectivamente, na conferência NUMISHEET’96 [97], conforme citado em [98]. A curva 
obtida por simulação acompanha a tendência das curvas experimentais, permanecendo 
dentro dos limites superior e inferior apresentados. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 49. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha BG, usando a liga 6111-T4 
(unidades em mm). 
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Figura 50. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha: a) IE; b) JD, usando a liga 
6111-T4 (unidades em mm). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 51. Evolução da força exercida sobre punção ao longo do deslocamento deste, usando a liga 
6111-T4. 
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6.6.2. Chapa de liga de alumínio 2090-T3 
Nesta subsecção apresentam-se os resultados obtidos por simulação numérica usando a liga 
de alumínio 2090-T3. É realizada a análise da influência do critério de plasticidade usado e 
da direcção de laminagem considerada sobre os resultados obtidos.   
As propriedades mecânicas da liga de alumínio 2090-T3 foram apresentadas na 
subsecção 5.3. 
Estudo da influência do critério de plasticidade 
As figuras 52 e 53 apresentam a comparação entre as deformadas seccionais ao longo da 
linha BG e das linhas IE e JD, respectivamente, considerando os diferentes critérios de 
plasticidade implementados, bem como as deformadas obtidas usando os modelos 
constitutivos presentes na biblioteca do programa Abaqus (doravante identificados por 
“Abaqus C3D8I”). Nestas figuras a direcção de laminagem é considerada paralela ao eixo Y 
(RD ≡ Y). Em ambos os gráficos é visível a excelente concordância entre os resultados 
obtidos usando a UMAT_vM e os obtidos por “Abaqus C3D8I”, havendo apenas uma 
ligeira diferença nas rugas mais acentuadas (linha BG). Na figura 52 é notória a influência 
do critério de plasticidade usado na forma e amplitude do perfil das rugas. De notar o 
comportamento distinto dos critérios anisotrópicos para as linhas IE e JD. Enquanto que 
para a linha IE ambos os critérios apresentam deformadas seccionais idênticas entre si e 
distintas em relação ao critério de von Mises, para a linha JD apenas o critério Yld91 
apresenta uma deformada distinta do critério de von Mises. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 52. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha BG considerando 
diferentes critérios de plasticidade, usando a liga 2090-T3 (RD ≡  Y) (unidades em mm). 
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Figura 53. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha: a) IE; b) JD, considerando 
diferentes critérios de plasticidade, usando a liga 2090-T3 (RD ≡  Y) (unidades em mm). 
Estudo da influência da direcção de laminagem  
Com o objectivo de analisar a influência da direcção de laminagem sobre as rugas do 
conformado e sobre o retorno elástico das abas deste, foram realizadas simulações 
numéricas com os dois critérios anisotrópicos implementados considerando duas direcções 
de laminagem distintas: paralela a X (RD ≡  X), e paralela a Y (RD ≡  Y). 
A figura 54 apresenta a deformada seccional ao longo da linha BG, em função do 
critério de plasticidade e da direcção de laminagem. Nesta figura é visível a maior influência 
da direcção de laminagem sobre o perfil das rugas aquando da utilização do critério 
Yld2004-18p em relação ao critério Yld91. 
A figura 55 apresenta as deformadas seccionais ao longo das linhas IE e JD, em 
função do critério de plasticidade e da direcção de laminagem. De notar que os eixos 
vertical e horizontal dos gráficos desta figura não foram afectados pelo mesmo factor de 
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escala. Pode-se concluir que a escolha da direcção de laminagem não afecta 
significativamente as deformadas seccionais ao longo das linhas IE e JD. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 54. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha BG considerando 
diferentes direcções de laminagem usando o critério: a)Yld91; b)Yld2004-18p, usando a 
liga 2090-T3 (unidades em mm). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 55. Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha: _.1) IE; _.2) JD, 
considerando diferentes direcções de laminagem para o critério: a._)Yld91, usando a liga 
2090-T3 (unidades em mm). 
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Figura 55 (Cont.). Deformada seccional após o retorno elástico ao longo da linha: _.1) IE; _.2) JD, 
considerando diferentes direcções de laminagem para o critério: b._)Yld2004-18p, usando a 
liga 2090-T3 (unidades em mm). 
A força exercida sobre o punção em função do deslocamento deste, ao longo da 
conformação, para os diferentes critérios de plasticidade e direcções de laminagem é 
apresentada na figura 56. Verifica-se que independentemente do critério anisotrópico usado 
e da direcção de laminagem considerada, a força exercida sobre o punção é menor do que 
usando o critério isotrópico de von Mises. 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
Figura 56. Evolução da força exercida sobre punção ao longo do deslocamento deste, considerando 
os diferentes critérios de plasticidade implementados e as duas direcções de laminagem 
utilizadas, usando a liga 2090-T3. 
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Análise do retorno elástico 
De modo a analisar a influência do retorno elástico sobre as rugas formadas durante a 
conformação do “S-rail” são apresentadas as 
esperado, e verificado nas deformadas seccionais das linhas IE e JD
um factor que influencia significativamente a forma do embutido final. 
figura 58 esta influência não é muito notória, devido às elevadas dimensões do embutido 
relativamente à diferença de amplitude entre o perfil 
a direcção Z. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 57. Deformada seccional longo da linha BG utilizando o
springback”) e após (“
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a) 
Figura 58. Deformada final utilizando o critério 
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figuras 57 e 58. A figura 57 demonstra, c
, que o retorno elástico é 
antes e após o retorno elástico
 critério Yld91 antes (“
After springback”) o retorno elástico, usando a liga 2090
(RD≡  Y) (unidades em mm). 
 b) 
Yld91, usando a liga 2090-T3: a) antes, b) após o 
retorno elástico (RD ≡  Y).  
250
omo 
No entanto, na 
 segundo 
Before 
-T3    
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6.7. Conformação de um embutido cónico 
Foi realizada a simulação da conformação de um embutido cónico recorrendo a uma matriz 
cónica. Este tipo de matrizes permite maiores relações de estampagem comparativamente a 
matrizes convencionais aquando da conformação de embutidos cilíndricos. Apresenta ainda 
a vantagem do seu uso não requerer a utilização de cerra-chapas, e consequentemente o anel 
de apoio. Em contrapartida, este tipo de matrizes aumenta a tendência da chapa sofrer 
enrugamento, principalmente aquando do uso de chapas de espessura reduzida [99]. 
A geometria e dimensões das ferramentas estão representadas na figura 59. O esboço 
inicial possui um diâmetro de 104.94 mm e uma espessura de 1.9 mm. O processo consiste 
em aplicar um deslocamento de 61 mm ao punção. Foi considerado um coeficiente de atrito 
de 0.15 entre as interfaces em contacto. O material usado foi a liga de alumínio 2090-T3 
cujas propriedades mecânicas foram apresentadas na subsecção 5.3. Devido à simetria do 
processo e à simetria ortotrópica do material apenas foi realizada a simulação numérica de 
um quarto da secção da chapa, impondo as condições de simetria necessárias. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 59. Geometria e dimensões das ferramentas usados na conformação de um embutido cónico 
(medidas em mm). 
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Estudo da influência do refinamento da malha 
Foi realizada a análise da influência do refinamento da malha na deformada final após o 
deslocamento total do punção. Foram considerados 3 refinamentos de malha no plano da 
chapa e 3 refinamentos de malha ao longo da espessura. Esta análise foi realizada 
descrevendo o comportamento mecânico do material através da UMAT_yld2004-18p, e 
usandos elementos C3D8R. 
A análise da influência do refinamento da malha no plano foi realizada usando apenas 
um elemento ao longo da espessura. Os elementos foram distribuídos no plano segundo a 
figura 31, sendo as principais características numéricas de cada malha apresentadas na 
tabela 17. 
Tabela 17. Características numéricas das malhas usadas na simulação da conformação de um 
embutido cónico. 
Malha 
Refinamento (nº elementos) 
Nº elementos total 
A (14 mm) B (38.47 mm) 
1 33 25 2739 
2 44 39 5368 
3 53 50 8109 
 
A figura 60 apresenta a deformada final obtida usando o refinamento de malha 2 e 
um elemento ao longo da espessura. Os perfis de topo das deformadas finais, de um quarto 
da secção da chapa, considerando os diferentes refinamentos de malha no plano são 
apresentados na figura 61. Na figura 61 é visível a ligeira influência do refinamento da 
malha no plano sobre o perfil das rugas formadas após a conformação. 
A análise da influência do refinamento da malha ao longo da espessura foi realizada 
considerando um refinamento no plano correspondente à malha 1, e 1, 2 ou 3 elementos ao 
longo da espessura. Os perfis de topo das deformadas finais, de um quarto da secção da 
chapa, considerando os diferentes refinamentos da malha ao longo da espessura são 
apresentados na figura 62.  
É visível que a formação de rugas ocorre somente aquando da utilização de apenas um 
elemento ao longo da espessura. Os perfis de topo obtidos com dois ou mais elementos ao 
longo da espessura são idênticos e não apresentam rugas. 
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Figura 60. Deformada final após conformação de um embutido cónico.
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Figura 62. Influência do refinamento da malha ao longo da espessura sobre o perfil de topo da 
deformada final (unidades em mm). 
Estudo da influência do tipo de elemento 
Foi realizada a análise da influência do tipo de elemento finito usado. Foram considerados 
os três métodos de integração numérica, aplicados a elementos hexaédricos de 8 nós, 
disponíveis pelo Abaqus: C3D8, C3D8R e C3D8I. Nesta análise foi considerada a malha 2 
no plano e 1 elemento ao longo da espessura, sendo usado o critério Yld2004-18p na 
descrição do comportamento mecânico do material. Os perfis de topo das deformadas 
finais, de um quarto da secção da chapa, considerando os diferentes tipos de elementos 
finitos são apresentados na figura 63. Como mostra a figura 63, apenas o elemento C3D8R 
permite a formação de rugas. 
Estudo da influência do critério de plasticidade 
Por fim, foi realizada a análise da influência do critério de plasticidade sobre a deformada 
final. Foram considerados os 3 critérios de plasticidade implementados: von Mises, Yld91 e 
Yld2004-18p. Foi utilizada a malha 2 no plano, 1 elemento ao longo da espessura e 
elementos C3D8R. Os perfis de topo das deformadas finais, de um quarto da secção da 
chapa, considerando os diferentes critérios de plasticidade são apresentados na figura 64. 
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Figura 63. Influência do tipo de elemento finito usado sobre o perfil de topo da deformada final 
(unidades em mm). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 64. Influência do critério de plasticidade usado sobre o perfil de topo da deformada final 
(unidades em mm). 
Como se pode constatar pela figura 64, a influência do critério de plasticidade sobre a 
deformada final, aquando do aparecimento de rugas, é praticamente nula. Sendo esta 
reduzida pelo facto da formação de rugas se dever aos carregamentos de flexão a que os 
elementos são submetidos, ao invés de carregamentos de tracção nos quais a anisotropia é 
determinante. 
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Através das análises da influência do refinamento da malha ao longo da espessura 
(figura 62) e do tipo de elementos finitos usados (figura 63) conclui-se que os elementos 
finitos só cedem à flexão, e consequentemente permitem a formação de rugas, aquando do 
uso de somente um ponto de integração ao longo da espessura da chapa. 
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Capítulo 7   
CONSIDERAÇÕES FINAIS 
7.1. Conclusões 
Neste trabalho foram implementadas subrotinas de utilizador que permitem a modelação do 
comportamento elastoplástico de materiais metálicos. O programa comercial de simulação 
numérica pelo Método dos Elementos Finitos usado foi o Abaqus, sendo as UMAT’s as 
subrotinas de utilizador desenvolvidas.  
Além do critério de plasticidade isotrópico de von Mises, foram implementados os 
critérios anisotrópicos Yld91 [43] e Yld2004-18p [7] devido à sua capacidade de permitir a 
descrição de superfícies de plasticidade de elevada complexidade. Cada UMAT desenvolvida 
permite o uso de três leis de encruamento isotrópico à escolha pelo utilizador, 
nomeadamente: a lei de encruamento linear, a lei de Voce e a lei de Swift. Foram 
considerados dois algoritmos de integração distintos, nomeadamente: semi-explícito e semi-
implícito, descritos na secção 5.2. 
Na secção 5.3 é apresentada a validação das UMAT’s realizadas, na qual se verificou 
os excelentes resultados obtidos através do algoritmo semi-explícito utilizado. No entanto, o 
algoritmo semi-implícito implementado não permite a correcta determinação dos 
coeficientes de anisotropia de Lankford para valores distintos de um.  
  As UMAT’s desenvolvidas foram testadas através da realização de simulações 
numéricas de processos de conformação plástica, das quais, sumariamente, podem ser 
retiradas as seguintes conclusões: 
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− Os resultados obtidos para a simulação do ensaio de flexão cilíndrica livre, 
aproximam-se dos experimentais para malhas mais refinadas no plano, e os 
algoritmos implementados permitem a simulação do retorno elástico com exactidão; 
− O uso de um critério anisotrópico na simulação do ensaio de expansão biaxial é 
determinante na obtenção de resultados exactos relativamente aos resultados 
experimentais; 
− A simulação da conformação de um embutido cilíndrico foi realizada usando três 
materiais distintos. Para a liga de alumínio 2090-T3 foram realizadas as análises da 
influência do refinamento e da distribuição dos elementos da malha no plano, bem 
como comparados os resultados obtidos através dos dois algoritmos de integração e 
dos dois critérios de plasticidade anisotrópicos implementados. Verificou-se que a 
correcta previsão do perfil das orelhas resultantes exige o uso de um critério de 
plasticidade anisotrópico com um número elevado de coeficientes de anisotropia. O 
critério Yld91 não permite a previsão de resultados precisos para os materiais 
considerados, permitindo a previsão de apenas 4 orelhas; 
− O refinamento da malha no plano e o tipo de elemento usado afectam 
significativamente o deslizamento da chapa previsto aquando da simulação da 
conformação de uma caixa quadrada. O elemento C3D8R foi o único elemento que, 
ao contrário dos resultados experimentais, prevê valores de DX superiores a DY; 
− A simulação da conformação do “S-rail” foi efectuada usando dois materiais. Os 
resultados obtidos para a liga de alumínio 6111-T4 foram comparados com os 
experimentais, mostrando-se estarem em concordância com estes. Para a liga de 
alumínio 2090-T3 foram realizadas as análises da influência do critério de 
plasticidade e da direcção de laminagem na qualidade dos resultados finais, 
constatando-se uma influência significativa destes dois factores sobre os resultados 
obtidos;  
− Aquando da simulação da conformação de um embutido cónico foram realizadas as 
análises da influência do refinamento da malha no plano e na espessura, do tipo de 
elemento utilizado e do critério de plasticidade usado. A formação de rugas apenas 
se verificou aquando da utilização de um ponto de integração ao longo da espessura, 
ou seja, para elementos C3D8R com malhas com apenas um elemento ao longo da 
espessura. Constatou-se uma ligeira influência do refinamento da malha no plano 
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sobre o perfil das rugas, ao contrário da escolha do critério de plasticidade, cuja 
influência neste exemplo revelou-se praticamente nula.  
7.2. Perspectivas de trabalhos futuros 
No seguimento do trabalho realizado sugerem-se as seguintes perspectivas de trabalhos 
futuros: 
− Uso das UMAT’s desenvolvidas na determinação dos coeficientes de anisotropia dos 
critérios Yld91 e Yld2004-18p de diferentes materiais através de optimização de 
parâmetros constitutivos, a partir de resultados experimentais; 
− Realização de optimização de forma, recorrendo às UMAT’s desenvolvidas, com o 
objectivo de eliminar os defeitos resultantes da anisotropia do material, a partir da 
correcta selecção da secção do esboço inicial; 
− Implementação de diferentes critérios de plasticidade anisotrópicos, sendo 
aconselhável a implementação de critérios adequados a materiais de estrutura 
hexagonal compacta pelo seu comportamento plástico distinto e pelo crescente 
interesse na aplicação destes materiais; 
− Implementação de leis de encruamento cinemático ou misto ou de modelos multi-
superfície de encruamento cinemático de modo a permitir a descrição do efeito de 
Bauschinger, e assim melhorar a previsão do retorno elástico; 
− Alteração do algoritmo semi-implícito implementado de forma a obter resultados 
mais precisos, nomeadamente no que diz respeito à previsão dos valores dos 
coeficientes de anisotropia de Lankford; 
− Implementação de algoritmos de integração mais complexos que permitam 
convergências mais elevadas, e desse modo um custo computacional menor, 
traduzindo-se em tempos de cálculo inferiores.  
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